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1. Prodotto cartesiano

Dati due insiemi non necessariamente distinti A e B possiamo considerare un nuovo
insieme costituito da tutte le coppie ordinate (a, b) con a € A e b € B. Esso prende il nome
di prodotto cartesiano di A per B e si indica col simbolo A x B.

2. Intervallo

Dati due numeri reali a, b, si chiama intervallo di estremi a e b uno dei seguenti

insiemi:

= [ab={reRia<z<b}
» [a,b={reRia<z<b}
= Jab={reRia<z<b}
» ab={reRia<z<b}

Un intervallo limitato rappresenta geometricamente un segmento, mentre uno illimitato
rappresenta una semiretta.

3. Funzione

Una funzione pud essere definita come una regola che ad un oggetto (esempio un numero)
ne fa corrispondere un altro.

Siano A, B insiemi, tali che f C A x B. Diciamo che f¢é una funzione da A a B, e scriveremo
f:A— B, quando:

a) VYa€A 3FbeB:(ad)Ef;
b) se (a,b) € f e (a,c) € f allora b=rc.

4. Dominio e codominio di funzioni

Siano A, B insiemi, f: A — B, chiamiamo dominio di¢ f 'insieme A, codominio di f
I'insieme B.
5. Immagine di una funzione

Data f: A — B, linsieme {f(z):z € A} ¢ detto immagine di fe si indica Im f .

6. Valore assoluto

Sia z € R, chiamiamo valore assoluto di x il numero:

T sex >0

|zl =
—xr sex <0

II numero |z| rappresenta geometricamente la distanza dal punto z sull’asse reale
dall’origine, mentre il numero |z —y| rappresenta la distanza tra z e y, ossia la lunghezza del
segmento che li congiunge.
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7. Proprieta del valore assoluto (I, IT, ITI *, IV *, V, VI *, VII *)
Sianox,y € R:

I) 1z1>0

) l2l=0<z=0

) lzl<y<e -—y<z<y

V) zi2y<r>y o z<-y

V) -y =lal-Jyl

VD) |z +y| <lzl +y]

VII) [z —y] > [l = Jy|

8. Massimo e minimo di un insieme

Siano ACR,a € R, allora diciamo che a ¢ massimo di A, e lo indichiamo max A,

quando:
a) a€A
b) VeeAd z<a
Diciamo che a ¢ minimo di¢ A, e lo indichiamo min A, quando:
a) a€A
b) VeeAd z>a

9. Maggiorante e minorante di un insieme

Siano A C R,y € R. Diciamo che y ¢ un maggiorante di A (risp. minorante di A)

quando Vx € A x <y (risp. Ve € A z>y).

10. Insieme superiormente e inferiormente limitato

Sia A CR, diciamo che A ¢ superiormente limitato (risp. inferiormente limitato)
quando l'insieme dei maggioranti non ¢ vuoto (risp. l'insieme dei minoranti non & vuoto).
11. Estremo superiore ed estremo inferiore di un insieme

Sia A C R superiormente limitato, chiamiamo estremo superiore di A, e lo indichiamo
sup A, il minimo dell’insieme dei maggioranti di A e estremo inferiore di A, e lo
indichiamo inf A, il massimo dell’insieme dei minoranti di A.

Proprieta fondamentale che distingue R da Q ¢ che in R ogni insieme dei maggioranti
(risp. dei minoranti) ha minimo (risp. massimo).
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12. Principio d’induzione

Definita p(n) come proposizione in cui compare il numero naturale n, si vuole dimostrare

che YVn € N p(n) & vera. Per dimostrare cio per induzione occorre dimostrare:
a) p(0) & vera;
b) VneN p(n)= pn-+1).

13. Disuguaglianza di Bernoulli *

Ve>-1L,VneN (1+2z)">1+nz

14. Successioni

Sia A un insieme, chiamiamo successione a termini in A ogni funzione da N ad A. una
successione ¢é indicata con (a, )keN dove a, ¢ il corrispondente a k£ mediante la funzione, in altre

parole: k+— a,. a, ¢ il k-esimo termine della successione.

15. Significato di “definitivamente”

Sia (ak )k‘EN _ _
quando esiste k € N tale che per ogni k >k a, possiede quella certa proprieta.

successione in R . Diciamo che (ak )keN ha definitivamente una certa proprieta

16. Limite finito di successione

Siano (ak)keN successione in R e [ € R. Diciamo che (ak,)keN ha limite | per k che tende
a +0 quando Ve e R" definitivamente |a, — 1| <e. Percio si  ha:
VeeR" Fk eNk>k = |ak — l| < €. In tal caso il limite viene indicato con: lim a, =1.

k—+00
17. Limite infinito di successione

Sia (ak)keN successione in R. Diciamo che (ak)keN ha limite 4+ quando VM € R

definitivamente a, > M . Percio si ha: VM ¢ R 3Jk, e Nk >k, = a, > M.

18. Successioni convergenti e divergenti

Sia (a, ), . successione in R. Se esiste [ € R tale che lim a, =1 diciamo che la successione
keN k—+00
¢ convergente. Se lim g, =+00 o lim aq, = —o0o diciamo che la successione (ak)keN e
k—+00 k—+o0 '

divergente. Se (ak) non ha limite, né reale, né +oco, né —oco, allora diciamo che &

keN
irregolare o oscillante.

19. Teorema di unicita del limite

Sia (a, )keN successione in R. Se esistono /,m € R* entrambi limite di (a, )keN allora [ = m.

20. Successione limitata

Diciamo che una successione ¢ limitata quando l'insieme {a, : k € N} ¢ limitato.
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21. Teorema sulle successioni limitate (I, II, III)

Sia (ak)keN successione in R.

I) Se (q )keN ¢ convergente allora ¢ limitata.
II) Se klim a, = +oo allora (a, )keN ¢ inferiormente limitata e superiormente illimitata.

III) Se lim a, = —oc allora (a,)

é superiormente limitata e inferiormente illimitata.
k—+00

keN

22. Teorema di permanenza del segno *

Siano (ak)keN successione in R, [e R", meR. Se VkeN q >me khm a, =1 allora
i——+00
[>m.

23. Teorema del confronto (I, II, IIT)
Siano (ak)keN, (b, )keN, (¢, )keN successioni in R tali che Vk e N q, <0, <¢,.

I) Se (ak)keN e (ck)k y Sono convergenti e El}io a, = klilﬁo ¢, ed e reale, allora <bk>keN e

convergente e lim b, = lim g, = lim ¢, .

k—+o00 k—+o0 k—+o0

II) Se lim a, = 400 allora lim b, = +4oc0.

k—-+o00 k—+o00
II) Se lim ¢, = —o0 allora lim b, = —o0.
k—+4oo k—+o00

24. Teorema del limite della somma di successioni (I *, II, III)

Siano (a e (b, successioni in R, [, m € R*. Supponiamo che esistano lim a, =1 e
k JkeN k JkeN > k

k—+00
lim b, =m.
k—+o0
I) Sel, meR allora 3 lim (a, +b,)=1+m.
k——+o00

II) Se l =400 e m > —oo allora esiste Ahm (a, +b,)=+o0.

——+00
III) Se = —o00 e m < +oo allora esiste khm (a, +b,)=—00.

—+0o0

Il teorema non contempla il caso in cui siano [ = +oc0c e m=—00 0o [ =—00 e m = 400.

25. Teorema del limite del prodotto di successioni (I *, II, III)

Siano (a, )keN e (bk)keN successioni in R, [, m € R", tali che lim a, = e lim b =m.

k—+o00 k—+o00 k

I) Sel, meR allora 3 lim ab, = hm 1 a - lim b, .

k—+o00 k—-+o00

II) Se l€{+00,—0c0} e m >0 allora esiste lim ab, =1.

k—+o00

II) Se [ € {+00,—0} e m < 0 allora esiste lim a,b, = —I.

k—+00
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26. Teorema sull’annullamento del prodotto dei limiti di successioni limitate *

Siano (ak)keN e <bk')keN successioni in R. Se kl_l{gg a, =0 e la successione (b,\,)keN ¢ limitata

allora lim ab, = 0.

k—+o0

27. Teorema del limite del quoziente di successioni (I, II, ITI, IV)

Sia (b, )keN successione in R, m € R". Supponiamo che Vk € N b, =0 e sia klim (,)=m.
i ——400
: .1 1
I) Se meR—{0} allora esiste lim |—|=—.
k—+o0 A m

II) Se m € {+00,—00} allora esiste lim [l] =0.

k—-00
k

k—-+00

III) Se m=0eVkeN b >0 allora esiste lim [l} = +00.

k—+00

IV) Se m=0eVkeN b <0 allora esiste lim [i] = —00.

28. Teorema del limite del valore assoluto di una successione (I *, II)

Siano (a,) . successione in R, [ € R* tale che lim a, =1.

keN k—+o00

I) SeleR allora esiste Jlim la,| = 1]
—+00

II) Se le€ {400,—0cc} allora esiste klim |a,| = +o0.
—+00

29. Successioni crescenti, decrescenti, monotone

Sia (ak)keN successione in R. Diciamo che (ak) ¢ crescente (risp. strettamente

keN

crescente) quando VkeN @, >a, (risp. Vk€N aq_, >a,). Diciamo che (ak)keN e

decrescente (risp. strettamente decrescente) quando VkeN q ., <a, (risp.

VkeN a,,, <a,). Diciamo che (ak) ¢ monotona quando ¢ crescente o decrescente.

keN
30. Teorema di esistenza del limite per successioni monotone *

Sia (ak )keN keN

allora esiste Jim_a, = sup {a, : k € N} (risp. Jim_a, = inf {a, : k e N}).

successione in R. Se (ak) ¢ crescente (risp. decrescente, quindi monotona)

31. Il numero e

k—+00

k
Chiamiamo e il numero lim [1 + z] .
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32. Funzione composta
Siano A, B, C insiemi, f: A — B, ¢g: B — C chiamiamo composizione di f con g, e
indichiamo go f, la funzione da A a C tale che per z € A (go f)@) = g(f(@)), chiamata

funzione composta.

33. Funzione iniettiva, suriettiva, biiettiva

Sia f:A— B. Diciamo che f & iniettiva quando Vz,z,€ A f(z,)=f(2,) =12 =1,
Diciamo che f & suriettiva su B quando Im f = B. Diciamo che f & bitettiva o biunivoca
su B (0o da A a B) quando f ¢ iniettiva e suriettiva su B.

34. Funzione invertibile
Sia f: A — B. Diciamo che f & tnvertibile quando f ¢ iniettiva, in tal caso chiamiamo

funzione inversa di f la funzione f':Imf — Domf tale che Vz € Domf,Vy € Imf
ffflyy=zs far=y

35. Funzione identica

Sia A un insieme. Chiamiamo funzione identica o identité su A la funzione
Id,: A— A taleche Vxe A Id, () =z.

36. Teoremi sulle funzioni invertibili

Sia f:A— B invertibile, allora Domf ' =Imfe Imf ' =Domf. Inoltre f' &
invertibile e (') = f.

Sia f:A — B invertibile, allora f™' o f =1Idy,,, e fo [ =1dy,,.

37. Limite di funzione

Siano I C R intervallo, c € I U{supl,infI}, f:I—{c+ —» R, [ € R", diciamo che f(x) ha
limite | per x che tende a c quando qualunque sia (an )neN successione in I — {c}, tale che

lim a, = ¢ si ha lim f(a,)=1{. In tal caso scriviamo lim f(z) =1.

n—+00 n—+00 T—C

Il limite di funzione puo essere anche definito senza ricorrere alle successioni, come segue:

a) ceRIeRIlimfry=1 <&

T—cC

& VeeR' ElégE]R*::cElﬂ]c—ég,c—|—6g[—{c}:>|f(:z:)—l|<€;

b) ceR/l=+4oc0 limf@) =1 <&

Ir—cC

& YMER 36, R izelne—dy, c+8,| (= f@>M;

c) c=4oo,leRlimf)=1 <&

T—cC

& Vee€R® 3k eR:zelnlh, +od=|fw—1<e.
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38. Teorema di permanenza del segno per i limiti di funzioni *

Siano I CR intervallo, ce€IU{supl,infl}, f:I—{ct—R, [€R", meR. Se
Veel—{ct f@>m elimf) =1 alloral>m.

39. Teorema del limite di funzione composta

Siano ILJCR intervalli, ceIU{supl,infl},d e JU{supJ,infJ}, leR",
f:I—4cy—>J—{d},g:J—{d}—>R.Selimf@) =de lindlg(y):l allora lim g (f (@) =1.
r—c y— Ir—cC

40. Limite destro e limite sinistro di funzione

Siano I C R intervallo, c€ I —{supl}, f: I —{ct — R, [ € R". Diciamo che f ha limite I

per x che tende a ¢ da destra quando qualunque sia (an) successione in I, tale che

neN
Vn a,>ce lima, =c,siha lim f(a,)=1.In tal caso scriviamo: lim f(z) =1.

n—+400 n—+00 T—c

Siano I C R intervallo, c€ I —{infI}, f:I—{c} — R, I € R". Diciamo che f ha limite [

per x che tende a ¢ da sinistra quando qualunque sia (an) successione in I, tale che

neN
Vn a,<ce lima, =c,siha lim f(a,)=1.In tal caso scriviamo: lim f(2) =1.

n—-—+o00 n—-+00 T—C
41. Funzione ristretta

Siano f:A— B e C C A. La funzione f ristretta a C , che si indica f| , ¢ la funzione
g:C — B taleche Ve € C g@ = f).

42. Teorema sui limiti destro e sinistro di funzione (i, ii)

Siano I C R intervallo, ¢ € I —{supl,infI}, f: I —{c} — R. Sono equivalenti:
i)  Jlim f@).

T—cC

ii) Jlim f() e Flim f(z) e sono uguali fra loro.

In tal caso lim f(z) = lim f(z) = lim f(2).

43. Funzioni crescenti, decrescenti, monotone

Sia ACR. Data f:A— R diciamo che f¢& crescente (risp. strettamente crescente)
quando Vz,y € A z<y= f@ < f(y) (risp. Vo,y € A z <y = f@) < f(y)). Diciamo che f
¢ decrescente (risp. strettamente decrescente) quando Vr,y € A z<y= f@) > f(y)

(risp. Vz,y€e A z<y= f@ > f(y)). Diciamo che f ¢ monotona quando ¢ crescente o
decrescente.

44. Teoremi sui limiti di funzioni monotone (I, II, III)
Siano I C R intervallo, ¢ € I U{supl,inf I}, f: I — R crescente.
I) Se c¢=supl allora 3lim f(x) =sup{f @) :x €l —{c}}.

II) Se c¢=infl allora 3lim f(z) = inf {f (@) :z € [ —{c}}.
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IIl) Se ¢ € I —{sup/,inf I} allora Flim f(z) = sup{f(x) :z€lN]—oo,c[} e
3lim f (@) = inf {f @) : 2 € I N]e,+o0[}.

45. Funzione continua

Siano I C R intervallo, f:I — R, ¢ € [. Diciamo che f & continua in c quando esiste
lim f () = f(c). Diciamo che fé continua quando é continua in ogni punto di I.

Tr—cC

46. Teorema sulla somma di funzioni continue
Siano I C R intervallo, f,g:I — R continue, c€ . La somma di fe g ¢ ancora una
funzione continua. 1}31 (f+ fw)= l}il(lf(x) + lwiilgg(x) =f+g@.
47. Teorema sulle funzioni continue (i, ii)
Siano I C R intervallo, f: I — R, c € I. Sono equivalenti:
i)  fé continua in c.

successione in I, tale che lim a, = ¢, si ha lim f(an) = f(o.

n—-+00 n—-+00

ii) Qualsiasi sia (an )nEN

In tal caso lim f(a,)= f( lim an).

n—-+00 n—-+00

48. Teorema sulla continuita della funzione composta

Siano I,J C R intervalli, f:I —J,g:J - R cel. Se feé continua in ¢ e g & continua in
f(o, allora go f & continua in c.
49. Funzione segno

Sia z € R. Definiamo funzione segno la funzione:

T
— sex=0
Sgn(g;): ||
0 sex =0

50. Teorema degli zeri *

Siano I C R intervallo, a,b € I con a <b, f:I — R. Se:
a) fé continua;
b) f-f(b)<0;

allora Jc € a,b] tale che f(c)=0.

51. Teorema dei valori intermedi
Siano I C R intervallo, a,b €I, f:I — R, meR. Se:
a) fé continua;

b) f <mef(b)>m;
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allora Jc € |a,b] tale che f(c)=m.

Questo teorema assicura che si possa fare la radice di un qualunque numero positivo.

52. Teorema di Weierstrass

Siano [a,b] € R, f:[a,b] = R. Se f¢& continua allora esistono max f ¢ min f e f¢ limitata.

53. Rapporto incrementale

Siano I CR intervallo, f:I —- R, z,z, €I, con z,=x. Chiamiamo rapporto

f(%) _f<x0> —R, (IO’%).

Ty — Xy

incrementale per fin z, e x, il numero

54. Derivata

Siano I C R intervallo, f: I — R, ¢ € I. Diciamo che f & derivabile in ¢ quando esiste

reale limM. Tale limite si chiama derivata di f in c¢ e si indica come
Ir—c x_
d d df ()

f’(c),—f(c),—f(c), f , Df (o).
dx dx dr |,—.

55. Teoremi sull’algebra delle derivate (I, IT *, III *)

Siano I C R intervallo, ce€ I, f,g: I — R derivabili in c.
I) La funzione z — f(x)+ g(z) & derivabile in ce (f + g)/ ©=flwe+g©.
II) La funzione z — f(x)-g(x) ¢ derivabilein ce (f- g)/ @=f'w-ge+fw-q¢@©.

—g/(c
(g@)

/
IIT) Se g(¢) = 0 allora la funzione z — é derivabile in ce [1] ()=

g (x) g

56. Teorema sulla derivata di funzione composta
Siano I,J C R intervalli, f: I — J,g:J — R, c€ . Se feé& derivabile in c e g & derivabile in

f(o) allora go f & derivabile in ce (go f) (© =g (f@©)- f' .

57. Retta tangente

Siano I C R intervallo, c€ I, f:I — R derivabile in ¢. Chiamiamo retta tangente al

grafico di fnel punto di ascissa c la retta di equazione y = f'(e)(x —¢) + f (0.

58. Teorema sulla caratterizzazione di funzioni derivabili (i, ii, iii) *

Siano I C R intervallo, c€ I, f: I — R. Sono equivalenti:
i)  feé derivabile in c.

ii) Esistono l€R, ¢: 1 — R continua in ¢ tali che ¢(¢c) =0 e Vx €]
fwm=fO+la—c+p@@—o.
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iii) Esiste ¢, : I — R continua in ¢ tale che Ve € I  f@) = f)+ ¢, (@) (x —0).

In tal caso f'(c)=1=¢ (0.

59. Teorema sulla continuita di funzioni derivabili

Siano I C R intervallo, c€ I, f: I — R. Se fé derivabile in c allora fé continua in c.

60. Teorema sulla derivata di funzione inversa

Siano I C R intervallo, f:I — R invertibile, ¢ € I. Se f & derivabile in ¢, f'(c) =0 e f'

!/
¢ continua, allora f~' & derivabile in f(c) e (f’l) (f©)= o
c

61. Funzione arcoseno

Chiamiamo arcoseno e indichiamo con arcsen la funzione

-1
sen { ”}] . Scriviamo quindi

272

arcsen:[—l,l]% —Z I per indicare che la funzione arcsen di dominio [—1,1] ¢ iniettiva
(indicato da “1-17) sull’immagine (indicato da “su”) —Z,g :

62. Funzione arcocoseno

-1
Chiamiamo arcocoseno e indichiamo con arcos la funzione (cos[ ]) . Scriviamo quindi
0,7

arcos : [—1,1] % [0, 7].

63. Funzione arcotangente

-1
Chiamiamo arcotangente e indichiamo con arctg la funzione [tg ] . Scriviamo quindi

},ﬂ_l

2°2

T

arctg: R — ,—| .
8 22

64. Seno iperbolico

Chiamiamo seno iperbolico e indichiamo con senh la f:R — R tale che

T —T
e —e€
senhy = —.

65. Coseno iperbolico
Chiamiamo coseno iperbolico e indichiamo con cosh la f:R — R tale che

T —T
e +e
coshy = ———.
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66. Tangente iperbolica

Chiamiamo tangente iperbolica e indichiamo con tgh la f:R — R tale che

senhz e —e™ e —1

coshz € +e” e +1°

tghz =

67. Massimo e minimo relativi

Siano A C R intervallo, f: A — R, ¢ € A. Diciamo che ¢ & punto di massimo relativo
per f (o punto di massimo locale) quando esiste §€R" tale che
Vee ANje—6,c+ 6] f@ < f(. In tal caso diciamo che f(¢) ¢ massimo relativo (o
massimo locale). Diciamo che ¢ & punto di massimo relativo forte per f quando esiste
6 € R" tale che Ve € ANJe—6b,c+[—{cr [f@<fo.

Diciamo che ¢ & punto di minimo relativo per f (o punto di minimo locale) quando
esiste 6 € R tale che Ve e ANje—6,c+6] f@ > f. In tal caso diciamo che f(c) &
minimo relativo (o minimo locale). Diciamo che ¢ ¢ punto di minimo relativo forte
per fquando esiste 6 € R" tale che Vz € ANJc—b6,c+[—1cr f@) > f@o.

Chiamiamo estremo relativo un massimo o un minimo relativo. Chiamiamo estremante
relativo un punto di massimo o un punto di minimo relativo.
68. Teorema di Fermat *
Siano I CR intervallo, f:I — R, ce€IU{supl,infI}. Se f ¢ derivabile in ¢ e ¢ &
estremante relativo per fallora f’(¢) = 0. Si ricordi che non vale il contrario.
69. Teorema di Rolle *
Siano [a,b]C R, f:[a,b] = R. Se:
a) feé continua su [a,b];
b) feé derivabile su |a,b|[;
c) f@=f(b);

allora esiste ¢ € Ja,b| tale che f'(c)=0.

70. Teorema del valor medio o di Lagrange *
Siano [a,b]C R, f:[a,b] = R. Se:

a) fé continua su [a,b];

b) fé derivabile su ]a,b];

f)—fw@

allora esiste ¢ € Ja,b| tale che f'(c) = ;
—a
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71. Teorema sulle funzioni a derivata nulla *

Siano I C R intervallo, f:I — R derivabile. Se Vx €I f'(x)=0 allora f ¢ costante.
Vale adire: Vo€l f(m=0=3ImeR:Vzel f@w=m.

72. Teorema di relazione tra crescenza e segno della derivata
Siano I C R intervallo, c € I, f:I — R derivabile in c. Se f¢é crescente allora f'(¢)>0.

Si noti che f "(¢) > 0 anche se f & strettamente crescente.

73. Test di monotonia (I, IT) *
Siano I C R intervallo, f: 1 — R derivabile su I — {sup/,inf I} e continua su I.
I) SeVxel—{supl,infl} f'x >0 (risp. f'(x) <0) allora f¢é crescente (risp.

decrescente).

I) Se Voel—{supl,infl} f'x >0 (risp. f'(x) <0) allora f¢é strettamente crescente

(risp. strettamente decrescente).

74. Teorema di relazione tra segno della derivata e estremanti (I *, II)

Siano I CR intervallo, c€ I —{supl,inflI}, f:I — R continua su I e derivabile su
I —A{c}.

I) Seesistono a,b € I con a <c<b tale che Vz € a,c[ f(@)>0eVrel,d f@<0

allora ¢ & punto di massimo relativo per f.

IT) Se esistono a,b € I con a <c<b tale che Vz € Ja,c[] f(®)<0eVrel,d f@>0

allora ¢ & punto di minimo relativo per f.

75. Derivata seconda

Siano I C R intervallo, c €I, f: I — R derivabile. Diciamo che f ¢ derivabile due volte
in ¢ quando f’ & derivabile in c. la derivata di f’ in ¢ si chiama derivata seconda di f in

2
c e si indica con f” (o), %(C), D*f (o).
T
76. Teorema de I’Hopital (1~ forma) *
Siano I C R intervallo, c€ I, f,g: 1 — R derivabili in c. Se:
a) [ =g =0;
b) ¢ =0;

/
allora esiste lim f@ = lim f/(x) .
T—c g(x) T—c g (:1;)

77. Teorema de I’Hopital (2~ forma)

Siano a,c € R" con a < ¢, f,g:]a,c[ — R. Se:
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a) fe gsono derivabili;
b) Vz€la,c] ¢ @ =0;

c¢) limf() =limg) =0 oppure limg(z) = +o0;

/
d) esiste lim f/ @)
e g (@)
f o

allora esiste lim = lim -
e gy e g (X))

78. o piccolo

Siano I CR intervallo, ¢ € I U{supl,infl}, f,g:1—{ct — R. Diciamo che f() ¢ o

piccolo di g(x) per z che tende a ¢, e scriviamo f(x) =o(g@), x — ¢, quando limM =0.

T—C g(x)
79. Polinomio di Taylor

Siano I C R intervallo, ce I, n € N—{0}, f:I — R derivabile n —1 volte su I e n volte
in ¢. Chiamiamo polinomio di Taylor di ordine n e punto iniziale ¢ per la funzione f il

n 1
polinomio T (z) = ny(k) ©@—ok.
k=0 .

n,c

80. Formula di Taylor con resto secondo Peano
Siano I C R intervallo, ce I, n € N—{0}, f:I — R derivabile n —1 volte su I e n volte
f@ —T (o

in c. Allora: f(x) =T, (x)+0o@x —0c)" z — c. Vale a dire: hm% =0.
) T—c T —c)"

81. Formula di Taylor con resto secondo Lagrange

Siano [ C R intervallo, ce I, n € N—{0}, f:I — R derivabile n+1 volte. Qualunque

. . 1 ,
sia € I —{c} esiste d compreso tra z e c tale che f(x) =T,  (z)+ mf("m (d)(@x— o,
' n !

82. Asintotica equivalenza

Siano I CR intervallo, ce€IU{supl,infl}, f,g:I—{ct — R. Diciamo che f(z) ¢
asintoticamente equivalente a g(x) per z che tende a ¢, e scriviamo f(z)~ g@),x — ¢

quando lim f@
T—cC g (x)

=1.Nota: f(@) ~ g,z —c < [f@=g@(l+o(1).

83. Convessita e concavita di funzioni

Siano [ CR intervallo, f:I — R derivabile. Diciamo che f ¢ convessa quando
Ve,e€l  f) > f@+ f'(ey(@—c). Diciamo che f ¢& concava quando Vz,c€l
fa<foe+foac-o.
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84. Teorema sulle funzioni convesse (i, ii) *
Siano I C R intervallo, f:I — R derivabile. Sono equivalenti:

i)  feé convessa.

ii) f'¢& crescente.

85. Test di convessita (i, ii) *
Siano I C R intervallo, f: I — R derivabile due volte. Sono equivalenti:
i)  feé convessa.

i) Veel f'a>0,

86. Teorema di relazione tra convessiti e minimo assoluto *
Siano I C R intervallo, f:I — R derivabile, ¢ € I. Se f¢é convessa e f'(¢) =0, allora c &

punto di minimo assoluto per f.

87. Teorema di relazione tra derivata prima, segno di derivata seconda ed
estremanti relativi (I, II)

Siano I C R intervallo, c € I, f: I — R derivabile in I e derivabile due volte in c.
I) Se fftcy=0¢e f"(c) >0 allora c & punto di minimo relativo per f.

II) Se f'tecy=0¢e f"(c) <0 allora ¢ & punto di massimo relativo per f.

88. Punto di flesso

Siano [ C R intervallo, ¢ € I —{supl,inf I}, f:I — R derivabile. Diciamo che ¢ ¢ punto
di flesso per f quando esistono a,b €1, con a <c<b, tali che fhm ¢ concava e f|[c,b] e

convessa, oppure tali che f|[a , € convessa e f|[c , € concava.

89. Teorema di relazione tra punto di flesso e derivata seconda

Siano I CR intervallo, c€ I —{supl,infI}, f:I — R derivabile in I e derivabile due
volte in ¢. Se ¢ ¢ punto di flesso per f, allora f”(¢) = 0. Si ricordi che non vale il contrario.
90. Parita e disparita di funzioni

Siano ACR, f: A — R. Diciamo che fé& pari quando Ve € A —z €A e f(—)=f.
Diciamo che fé dispari quando Vx € A —x €A e f(—)=—f().

91. Periodicita di funzioni

Siano ACR, f:A— R, T €R". Diciamo che f ¢ periodica di periodo T quando
VieR z€A & z+Te€Aeintalcaso f(z+T)=f.
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92. Asintoti
La retta = = ¢ ¢ asintoto verticale per fquando lim f(z) = £00 oppure lim f(z) = £o0.

La retta y=y, €& asintoto orizzontale per f quando lim f(x)=1y, oppure

T—+00
lim f@) =y,.
La retta y =ax +b (con a = 0) ¢ asintoto obliquo per fquando lim (f(x) —az—b)=0

T—+00

oppure lim (f(2)—az—b)=0.

93. Integrale
Siano [a,b]CR, f:[a,b] = R continua. Per neN-{0}, k=12...,n poniamo
b-a Zf(€n7k7). Si puo dimostrare che esiste
k=1

L =0+ lﬁb_—a. Per n € N—{0} poniamo s, =
n n

b
reale lim s, . Chiamiamo integrale su [a,b] di ftale limite e lo indichiamo con f f@dz.

n—od

94. Teorema sulla linearita dell’integrale (I *, IT)

Siano [a,b] C R, f,g:[a,b] = R continue, A\ € R, allora:
b b b

I) f(f(x)+g<a:))da::f f(a:)dx+f g de .
b b

1) f)\f(a:)dx:)\f f@dz.

95. Teorema sulla monotonia dell’integrale
Siano  [a,b]CR, f,g:[a,b)—> R  continue. Se Vz€la,b] f) <g@, allora
b b

f fwde < | gdx.

96. Teorema sul valore assoluto di integrali *

b b
Siano [a,b] CR, f:[a,b] = R continua, allora: f f@dz| < f |f @|dz .
97. Teorema della media integrale *
Siano  [a,b]CR,  f:[a,b] =R  continua, allora esiste c¢€[a,b] tale che

1 b
—_— (x)dx = f (o).
b_afaf f

98. Teorema sull’algebra degli integrali

c b c
Siano [a,c] C R, b € |a,c[, f:[a,¢] — Rcontinua, alloraf f@dr = f f@de + j; f@de.

99. Primo teorema fondamentale del calcolo integrale *

Siano [a,b] C R, f:[a,b] — R continua. Vz € [a,b] poniamo F(z) = frf(t) dt . Allora F &

derivabile e Vx € [a,b] F'(2) = f(2). Chiamiamo F(z) funzione integrale per f.
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100. Primitiva

Siano I C R intervallo, G,f: I — R con G derivabile. Diciamo che G ¢ una primaitiva di f
quando Vz €I G = f@).
101. Teorema sulle primitive di funzione

Siano I C R intervallo, f,G,,G, : I — R con G,,G, derivabili. Se G, e G, sono primitive di
fallora esiste ¢ € R tale che Vz €I G, =G, (x)+c.
102. Secondo teorema fondamentale del calcolo integrale *

Siano [a,b] CR, f,G :[a,b] = R con f continua e G derivabile. Se G ¢ una primitiva di f
b b
allora f f@dr=G(b)—G(a) e siindica: f f@dr = [G(:l?)]z.

103. Teorema di integrazione per parti *

Siano [a,b] C R, f,9,G :[a,b] = R con f derivabile con derivata continua, g continua e¢ G

b b
primitiva di g. Allora: f f@g@dr = [f(z)G(@]Z - f @G @ de.

104. Teorema di integrazione per sostituzione (1~ forma) *

Siano [a,b],[o, 3] C R, f:[a,b] = R continua, ¢:[a,5]— [a,b] derivabile con derivata
o(5) 8
continua. Allora: [ f@dz = f fle@®) ' (t)dt.

o)

105. Teorema di integrazione per sostituzione (2~ forma)

su

Siano [a,b],[a, 5)])C R, f:]a,b] = R continua, ¢: [a,ﬁ]l—f[a,b] derivabile con derivata
¢ ()

continua. Allora: J;bf(x)da: = f;l fle@®)¢'(t)dt.

@ (@)
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