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Capitolo 1

Complementi
sull’integrazione

1.1 Integrazione per funzioni complesse di una va-
riabile reale

Occupiamoci, innanzitutto, di definire una funzione complessa di una varia-
bile reale. Posti I intervallo di R e f : I — C, possiamo definire f come
segue:

f(t) = Re f(t) +iIm f(t)

dove:

Ref:I—-R
Imf:I—-R

O

Presi a,b € R, a < b, f € C([a,b];C), n € N\ {0}, j = 1,...n, possiamo
scrivere la seguente somma di Cauchy-Riemann:

Zf(sj)b;aZZRef(Sj)lFTa+iZImf(sj)b;a—>
j=1 7j=1 i=1
; 1
—>/ (Ref)(t)dt—i—i/ (Im f)(t) dt =

b
:/f(t)th(C per n — 400

L’integrale cosi definito conserva le proprieta di linearita e additivita, ma
non quella di monotonia in quanto nel campo complesso non & possibile
stabilire una relazione d’ordine.
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Capitolo 1. Complementi sull’integrazione ANALIST MATEMATICA L-C

E ancora valida la disuguaglianza triangolare per gli integrali. Infatti,
presa f € C([a,b];C), si verifica quanto segue:

[ 0 ] < [ swna

[ 1w | < max 1] (00

[a,b]

0

Vediamo come il secondo teorema del calcolo integrale rimanga invariato
quando integriamo funzioni complesse.

Teorema 1.1 Sia f € C ([a,b] C R;C). Allora:

b b b
/f’(t)dt:/ (Ref)'(t)dt+i/ (Im f)'(¢) dt =

= Re f(b) — Re f(a) +i (Im f(b) — Im f(a)) =
= f(b) - f(a)

Alle funzioni complesse a variabili reali, si possono estendere anche la defi-
nizione di primitiva valida per le funzioni reali di variabili reali, il teorema
di integrazione per parti e quello di integrazione per sostituzione.

O

Studiamo ora l'integrazione in senso generalizzato per le funzioni complesse
di variabili reali.

Definizione 1.2 Siano a € R, b € (a,+o0|, f € C([a,b);C), y € (a,b). Di-
ciamo che f ¢ integrabile in senso generalizzato su [a,b) quando Ilimy_, [¥ f(t) dt €
C. In tal caso, tale limite viene detto integrale generalizzato di f e lo st

indica come seque:
b
/ f)de
a

Si noti che f & integrabile in senso generalizzato se e solo se Re f e Im f sono
integrabili in senso generalizzato. Per stabilire 'integrabilita delle funzioni
integrande possiamo affidarci al teorema del confronto, cosi come & stato pre-
sentato per le funzioni reali. Ricordiamo, quindi, che I’assoluta integrabilita
implica 'integrabilita in senso generalizzato.

Per lintegrazione su intervalli illimitati di una funzione f € C(R;C),
sappiamo che fj;o f(t)dt converge se e solo se 3¢ € R : [©_f(t)dt e

fjoo f(t) dt sono convergenti. In tal caso chiamiamo integrale generalizzato
il numero complesso

+ +o0

Tyt = /_ i+ [ faya

—00

Se, inoltre, esiste fj;o f(t)dt, diciamo che si chiama integrale nel senso del
valore principale.
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ANALISI MATEMATICA L-C Capitolo 1. Complementi sull’integrazione

1.2 Funzioni continue a tratti

Definizione 1.3 Siano I un intervallo di R, f : I — C, ¢ € I, f disconti-
nua in c.
1) Se c € int(I) allora ¢ é punto di discontinuita di prima specie quando:
a) lim,_,.- f(t) € C;
(tali limiti possono essere anche diversi fra loro)

2) Se ¢ = minI allora ¢ ¢ punto di discontinuita di prima specie per f
quando 3lim,_, .+ f(t) € C;

3) Se ¢ = max[I allora ¢ ¢ punto di discontinuita di prima specie per f
quando Flim,_, .- f(t) € C.

O
D’ora in poi faremo uso delle seguenti notazioni:
fe)E lim () f(e)E lim f(1)
O

Osservazione 1.4 Siano [ un intervallo di R, f : I — R, f monotona,
c € I, ¢ punto di discontinuita per f. Allora ¢ & punto di discontinuita di
prima specie.

In altre parole, se la funzione ¢ monotona crescente o decrescente, allora i
punti di discountinuita sono tutti di prima specie, in quanto esistono tutti i
limiti unilateri di f che abbiano senso.

Definizione 1.5 Siano a,b € R, a < b, f : [a,b] — C. Diciamo che f
¢ continua a tratti quando f é continua, oppure quando i suoi punti di
discontinuita sono in numero finito e tutti di prima specie.

O

Consideriamo ora la funzione f : [a,b] C R — C continua a tratti e i punti
€1,...,¢p € (a,b) di discontinuita di f interni ad [a,b] con a < ¢1 < ¢ <
... < ¢p <b. Allora la funzione fig cosi definita
flat) set=a
fioy i la,el] = € fig(t) = f(t)  sete(a,a)
fley) set=c

risulta essere continua. Possiamo fare un ragionamento analogo per fjij, fiz,

ecc.
flef) set=¢

fayile, el = C 0 fyy(t) =< f(t)  sete (c1,c2)
fleg) set=cy

Riccardo Trevisan — Appunti — 31 gennaio 2008 3



Capitolo 1. Complementi sull’integrazione ANALIST MATEMATICA L-C

Osservazione 1.6 Se una funzione f : [a,b] — R ¢ continua a tratti su
[a, b] allora & limitata.

1.3 Integrabilita delle funzioni continue a tratti

Teorema 1.7 Sia f : [a,b] — C una funzione complessa continua a tratti.
Allora 3 f; f(t)dt definito come limite delle somme di Cauchy-Riemann.

Per gli integrali di funzioni continue a tratti valgono sempre le proprieta
di linearita, additivita e monotonia (questa solo nel caso di funzioni reali e
non complesse). Vale anche la disuguaglianza triangolare per gli integrali
mostrata in precedenza.

Osservazione 1.8 Se f,g : [a,b] — C sono funzioni continue a tratti ed
esistono un numero finito di punti nei quali i valori delle funzioni differiscono
fra loro

Jer, ..o, ep € lab) V€ [a,b) N e, ..., 0 f(E) =9(t)

U
/abf(t)dt:/abg(t)dt

gli integrali delle due funzioni sono uguali fra loro.

Per dimostrare questo risultato, consideriamo, per ora, il caso in cui le due
funzioni differiscano in un solo punto (e siano continue in [¢ — &,¢ + €] \
{¢}), salvo poi estendere il ragionamento per i punti rimanenti. Chiamiamo
c il punto in questione. Si ha quindi ¢ € (a,b). Scegliamo un ¢ € R¥
sufficientemente piccolo affinché si verifichi che [c — €, ¢+ €] C [a, b]. Ora:

/abf(t)dt—/abg(t)dt’ -

=/C If(t)—g(t)ldt+/c+ 50 - g0l de + [ 170 - g(0)] e =

—€ cte

b b
[ 10 -swa < [(150 - slar-
e b

cte cte
- / () — g(0)] dt < / £ + lg(8)] dt < 2¢ (sup || + sup lg])

—& c—¢€
L’arbitrarieta di € dimostra la tesi.

O

Dal precedente risultato possiamo evidenziare che se modifichiamo in un
numero finito di punti la nostra funzione continua a tratti di partenza, ’in-
tegrale della nuova funzione modificata, tuttora continua a tratti, & uguale
al precedente.

Ne consegue che possiamo scrivere l'integrale di una funzione continua
a tratti come la somma degli integrali delle funzioni continue f; definite in
precedenza.
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ANALISI MATEMATICA L-C Capitolo 1. Complementi sull’integrazione

Osservazione 1.9 Siano f : [a,b] — C funzione continua a tratti, ¢q,..., ¢, €
(a,b) i punti di discontinuita di f interni al dominio tali che a < ¢; < ... <
¢p < b. Consideriamo le funzioni continue fj;; definite in precedenza con
k€N, 0<k<p—1. Le funzioni fj saranno cosi definite:

fiog i la,e1] = C
fi) + [eks ergr] = C
f[p] : [Cpab] —C

Si noti che
f[k] (t) = f(t) Vt € int(dom f[k})

L’integrale delle funzione di partenza risulta quindi:

/abf(t)dt:/; f(t)dHZé/:kH f(t)dt—l—/cjf(t)dt:

k

_ / f[o}(t)dt—i-g/c

k

Ck+1

b
f[k} (t)dt + / f[p] (t)dt

1.4 Derivabilita per le funzioni continue a tratti

Definizione 1.10 Siano f : I C R — C funzione continua a tratti, ¢ €
int(I), f derivabile in I~ {c}. Diciamo che ¢ é punto di non derivabilita di
prima specie quando esistono i sequenti limiti e sono complessi:

J lim f'(t) € C, 3 lim f'(t) e C

t—c— t—ct

Definizione 1.11 Siano a,b € R, a < b, f : [a,b] — C funzione conti-
nua a tratti. Se esistono un numero finito di punti ci,...,c, € (a,b) tali
che f € CY ((a,b) {c1,...,¢,}1:C) con¢; (peri =1,...,p) punti di non
derivabilita di prima specie, allora diciamo che f ¢ CV a tratti.

Possiamo fornire ora una nuova definizione di funzione continua a tratti e
C) a tratti.

Definizione 1.12 Siano I intervallo di R, f: 1 — C.

1) Diciamo che f é continua a tratti quando f‘[a b e continua a tratti
Va,b €I con a < b;

2) Diciamo che f ¢ C) a tratti quando f‘[a b] ¢ C a tratti Ya,b e I con
a <b.
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Capitolo 1. Complementi sull’integrazione ANALIST MATEMATICA L-C

1.5 Calcolo di integrali per funzioni C") a tratti

Osservazione 1.13 Siano f : [a,b] — C funzione C™V) a tratti, ¢ € (a,b)
un punto di non derivabilita di prima specie per f. Osserviamo che se
assegnamo un valore arbitrario del punto in cui f’ non esiste, l'integrale
f f'(t) dt non cambia. Pertanto:

b c b
| rwa= [ gywars [y a-

= fio(e) = fio)(@) + fry(b) — fryy(c) =
= f(c7) = fla) + f(b) = f(c") =
= f(b) = fa) = (f(c") = f(c7))

A parole, I'integrale di f’ & uguale all’incremento di f diminuito del “salto”
che f compie nel punto c. Si noti che qualora f sia continua nel punto c,
I'integrale si riduce a:

b
t/f%ﬁﬁzﬂw—fw)

La precedente osservazione si riassume nel teorema fondamentale del calcolo
integrale esteso alle funzioni C(V) a tratti.

Teorema 1.14 (fondamentale del calcolo integrale) Siano a,b € R,

a <b, f:lab — C funzione CV a tratti, ¢; € (a,b) con i = 1,....p

p punti di discontinuita di prima specie interni al dominio tali che a < ¢; <
. < ¢p < b. Allora:

1
f‘[a,b]\{clz-“:CP} < C( )

Y

[ = 10— e -3

=1

*+

¢))

E stato scritto f(b™) — f(at) anziché f(b) — f(a) per evitare di sottrarre
eventuali salti della funzione in a e in b qualora fossero stati di punti di
discontiunuita.

Si puo concludere enunciando il teorema di integrazione per parti valido
anche per le funzioni CM) a tratti.

Teorema 1.15 (di integrazione per parti) Siano a,b, c eER,a<c<b,
fr9 ¢ [a,0] — C funzioni CV) a tratti tali che f,g € CW ([a,b] ~ {c};C).
Allora:

b b
/ (gt dt = [f(£)g(D]g — (f(cNa(e™) = f(eT)g(e) —/ ft)g'(t)dt
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Il risultato si raggiunge uguagliando i membri di destra delle due seguenti
espressioni:

b

b/»(fg)%t)dt==[f(t)g(tﬂﬁ — (F(eNg(et) — F(e)g(e))
b b b
/uww&:/f@mmwjfwﬂmh

Si noti, inoltre, che se le funzioni sono discontinue in un numero finito di
punti ¢; < ... < ¢, il teorema si puo facilmente riscrivere come segue:

b b
/ﬂm@aﬂmwm—/ﬂmw&+

1.6 Cenni sull’integrale di Lebesgue. Teoremi di
Fubini e Tonelli

Per alcuni aspetti, la formula dell’integrale di Riemann, non & soddisfacente,
in particolare per I'impossibilita di integrare alcune funzioni. Lebesgue pro-
pose quindi una teoria di integrazione differente che possiede tutt’ora molti
vantaggi. Eccone alcuni:

e permette di integrare funzioni generalissime;
e per le funzioni note coincide con l'integrale normale;
e L' e L? sono completi.

Chiariamo subito il significato di L' e L?.

Definizione 1.16 Sia I un intervallo di R. Chiamiamo L*(I) lo spazio
vettoriale delle funzioni f : I — R tali che Uintegrale di Lebesgue [, |f(t)|dt
esiste finito. Chiamiamo L?(I) lo spazio vettoriale delle funzioni f : I — R
tali che Uintegrale di Lebesque [, |f(t)|*dt esiste finito.

Date due funzioni f e g, diciamo poi che f e g sono equivalenti (f ~ g) se
f(t) = g(t) quasi dappertutto, ossia Ve € RT 3{I}} successione di intervalli
tale che:

—+00

+oo
Zlunghezza([k) <eg, ft)y=g(t) vt¢ U I
k=0 k=0

Una funzione integrabile secondo Lebesgue, e cio¢ appartenente a L', viene
anche chiamata funzione sommabile.

Osservazione 1.17 Posto I intervallo di R limitato. Possiamo affermare
che se f € L2(I) allora f € L'(I) ed & quindi sommabile.
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Capitolo 1. Complementi sull’integrazione ANALIST MATEMATICA L-C

Per dimostrare quest’affermazione, occorre conoscere la teoria del prodotto
scalare, definito nel capitolo 5. Intanto, possiamo accontentarci dell’osser-
vazione 5.6 nella quale affermiamo che il prodotto scalare di due funzioni
verifica la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, gia incontrata nel corso di
Analisi matematica L-B. Enunciamo provvisoriamente tale disuguaglianza:

[(Fl)l < LA - gl

Percio, se prendiamo la seconda funzione identicamente uguale a 1, il prodot-
to scalare di f con 1, come verra spiegato meglio nel paragrafo 5.3 a pagina
46, e:

1 1

bl 3
(01 = [1711ae < ([1roPac)( [ ar)” = Tanghezzatn 171
Non esiste un risultato analogo se 'intervallo considerato non fosse limitato.

O

Teorema 1.18 (di Fubini) Sia f una funzione sommabile su R?, ossia
f € LY(R?). Allora:

1) la funzione y — f(z,y) ¢ sommabile su R (€ L*(R)) per quasi tutti gli
r eR;

1) la funzione x — [ f(x,y) dy é sommabile su R (€ L'(R));

J[ temaay= [ ([ fanar)a

Analogo risultato scambiando i ruoli di x e y.

II1) si ha:

Teorema 1.19 (di Tonelli) Sia f:R? — R, tale che:

a) la funzione y — |f(z,y)| & sommabile su R (€ L'(R)) per quasi tutti gli
r eR;

b) la funzione x — [ |f(z,y)|dy é sommabile su R (€ L'(R)).

Allora f ¢ sommabile su R?, ossia f € L'(R?).

N

E possibile verificare, ad esempio, che la funzione (z,y) — 0 e

1
272+y2+1)2
sommabile in quanto verifica le condizioni a) e b) del teorema di Tonelli.
Al contrario, la funzione (z,y) — Wg}?ﬂ non rispetta la condizione b); si
puo anche verificare che, supponendo questa seconda funzione sommabile,

la conseguenza II) del teorema di Fubini risulta, infatti, falsa.
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ANALISI MATEMATICA L-C Capitolo 1. Complementi sull’integrazione

1.7 Convoluzione

Definizione 1.20 Siano f,g : R — C sommabili su R. Chiamiamo con-
voluzione di f e g la funzione:

+0o0
(f*g)(t) = / F(t— 5)g(s) ds

—00

Studiamo alcune proprieta della convoluzione che saranno molto utili nel
seguito.

Teorema 1.21 Siano f,g,h: R — C, sommabili su R. Allora:
1) (frg)xh=fx(gxh);

2) fxg=gxf;

3) fx(g+h)=fxg+[fxh

Tutte e tre le proprieta si dimostrano abbastanza facilmente a partire dal-
la definizione. In particolare, per la 2) vale quando segue considerando il
cambio di variabile ¢t — s = w:

+o0 -
(Fe9)®= [ " rt-s)gs)ds = [ " sujglt - u)du =

—00 +oo

+oo
_ / F(u)g(t —u)du = (g f)(2)

—0o0

Teorema 1.22 Siano =,y : R — C entrambe sommabili su R. Allora la
loro convoluzione ¢ ancora sommabile su R.

Infatti:

/:o (/:O |z(t — s)y(s)| dt> ds = /:o ly(s)] </:O |z(t — s)| dt> ds

dove I'integrale interno converge assolutamente poiché x € sommabile come si
puo verificare applicando il cambio di variabile t —s = v. Ora, per il teorema
di Tonelli (teorema 1.19) la funzione (¢,s) — z(t — s)y(s) € L'(R%;C),
mentre, per il teorema di Fubini (teorema 1.18):

1) s x(t —s)y(s) € L'(R;C) per quasi tutti i t;
2) t [Tu(t — s)y(s)ds € L'(R; C).

Cio conclude la dimostrazione.

Teorema 1.23 Sia z : R — C una funzione sommabile e di classe C™V tale
che &' sia sommabile. Allora esiste la convoluzione x' xy Yy € L' e si ha:

2 (@t = $)y(s)) = alt — u(s)
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Capitolo 2

Funzioni di una variabile
complessa

2.1 Caratteristiche delle funzioni di una variabile
complessa

Com’e noto dallo studio del campo complesso e degli spazi vettoriali di di-
mensione maggiore di uno, l'insieme C dei numeri complessi puo essere pen-
sato in molti casi come I'insieme R? di coppie ordinate (x,%). Anche i numeri
complessi potrebbero essere quindi considerati vettori di R? (z = (a, b)), tut-
tavia fara comodo, in questo caso, considerarli appartenenti all’insieme C e
mantenere la notazione z = a + b.

Definiamo quindi una funzione complessa di una variabile complessa.

Siano ACC, f:A—-C,u,v: A—-R,z=a+1ibeC.
f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
O

Possiamo ora studiare alcune proprieta delle funzioni di una variabile com-
plessa.

Definizione 2.1 Siano A C C, f : A — C, z9 € A. Diciamo che f
¢ continua in zg quando per ogni successione {s,} a valori in A tale che
Sn — 20, st ha che f(sp) — f(20). Cio equivale a dire che u(sy,) — Re f(20)
e v(sp) — Im f(z9). Percio f é continua in zy se e solo se u e v sono
continue in zg.

Definizione 2.2 Siano A CC, f: A — C, ¢ € C, wg punto di accumu-
lazione per A. Diciamo che esiste il limite lim,_..,, f(2) = ¢ quando per ogni
successione {t,} a valori in A~ {wo} tale che t,, — wo, si ha che f(t,) — L.
Cio avviene se e solo se u(z) — Rel e v(z) — Im/{ per z — wy.
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2.2 Derivabilita di funzioni di una variabile com-
plessa

Definizione 2.3 Siano A C C, f: A — C, 2 € int(A). Diciamo che f
¢ derivabile in zg quando esiste ed é complesso il limite del rapporto incre-
mentale limp_,o w € C (oppure Ilim,_.,, H2)=Go) ¢ C). In tal

zZ—Z
caso, tale limite si chiama derivata di f in 2o e si indica con f'(z0), Df(z0)

0 %(zo)

Siccome la definizione di derivata in campo complesso ¢ del tutto analoga a
quella in vista in R, le proprieta di derivata di somma, prodotto, quoziente,
composizione e funzione inversa continuano a valere anche in C.

Posti zyp = x¢ + tyg, h = h1 + ihs, f = u + v in accordo con quanto
definito precedentemente, svolgiamo le seguenti considerazioni valide per
h — 0 e dove o(h) = o(h) e T(h) = o(h) sempre per h — 0:

f(zo+h) = f(20) = Llh+o(h) = f(xo+ hi +i(yo + h2)) — f(xo +iyo) =
= {l1h1 — fohy + i(fghl + €1h2) + O'(h1 + ihg) + iT(hl + ihz) =
= u(xo + h1,yo + ha) + iv(wo + h1,y0 + h2)+

— u(xo,yo) — (2o, Yo)
Segue che:

u(zo + hi,y0 + h2) — u(xo, yo) = L1h1 — l2ha + o (h1, ha)
v(xo + hi1,y0 + h2) — v(zo, yo) = lahi + Lrha + 7(h1, ho)

Dove ¢1hy — lyhg e fohy + 1hy sono trasformazioni lineari da R? a R. Si
deduce che se f e derivabile in xg + iy allora lo sono anche u e v in (xg, yo)
e il loro differenziale vale:

du(ffoyyo)(hlv ha) = £1hy — lahy
dv(xoayo)(hlv ha) = lahy + £1hs
ou

%(fvovyo) = Re f'(z0 + iyo)
gZ(on,yo) = —Im f'(z0 + iyo)
%(9307 yo) = Im f'(zo + iyo)
gZ(%,yo) = Re f'(z0 + iyo)
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Percio abbiamo:

ou . ov )
(w0 +iyo) = = (o + iyo)

ox oy
ov ) ou )
%(1‘0 +iyo) = —@(IO + 1y0)
. . ou . .Ov .
(u+ ) (xo + iyo) = %(l’o +iyo) + Z%(ﬂﬁo +iyp) =
—@(aj + 1 )—z@(:c + iyo)

Quanto detto sinora giustifica il seguente teorema.

Teorema 2.4 Siano A CC, f: A — C, z0 = x9+ iy € C, 2y € int(A).
Allora f é derivabile in zy se e solo se:

a) u e v sono differenziabili del punto (xo,yo);

b) si verifica che

0 0 0 0
3 (70 90) = 5 (@0,30) 5o (0, 90) = 5 (70,0)

In tal caso

ou Ov ov Ou
f'(20) = %(mo,yo) + Z%(wo,yo) = @(%ﬂo) - Za*y(%?yo)

Le condizioni espresse nel punto b) del teorema precedente prendono il nome
di equazioni di Cauchy-Riemann.

Da queste considerazioni sulla derivabilita di funzioni di una variabile
complessa, possiamo dedurre che alcuni tipi di funzioni sono certamente
derivabili anche quando si opera con variabili complesse. Queste sono, ad
esempio, le funzioni polinomiali e le razionali fratte (quozienti fra polinomi).
Anche le funzioni esponenziali sono derivabili, tuttavia meritano un discorso
a parte. Esprimendo e* = e*cosy + iesiny con z = x + 4y, si ha che
u(z,y) = e*cosy e v(z,y) = e*siny. Queste sono di classe C*) e ci vuole
poco a provare che verificano le condizioni di Cauchy-Riemann. Percio e €
derivabile in tutto C e la sua derivata vale ancora

De* = e* cosy + ie"siny = e*

2.3 Funzioni olomorfe e integrazione in campo com-
plesso

Definizione 2.5 Siano A un aperto di C, f : A — C. Diciamo che f ¢
olomorfa in A quando:

a) Vz€ A [ é derivabile in z;

b) f' ¢é continua.

Riccardo Trevisan — Appunti — 31 gennaio 2008 13



Capitolo 2. Funzioni di una variabile complessa ANALIST MATEMATICA L-C

L’insieme delle funzioni olomorfe su A si indica con H(A).

Definizione 2.6 Chiamiamo curva regolare in C una funzione v : [a,b] —
C tale che v € CD e che 4/(t) #0 Vt € [a,b]. La sua immagine ¥([a,b]) ¢
detta sostegno di . Diciamo che v é aperta se v(a) # v(b). Diciamo che
~ é chiusa se y(a) = v(b); in tal caso richiediamo anche che ~'(a) = ~'(b).

L’ultima condizione richiesta nel caso si tratti di curva chiusa € necessaria
affinché nel punto in cui la curva termina, e quindi riparte, non si presenti
una cuspide.

O

Il nostro scopo e ora definire I'operazione di integrazione di una funzione
continua su una curva regolare. Per fare cio, consideriamo, innanzitutto, la
lunghezza della curva come somma delle lunghezze ¢ dei segmenti di una
poligonale P che approssima la curva. Siano dunque v : [a,b] — C una
curva regolare, t; € [a,b] per i =0,...,pcon ty < t1 < ... < tp, z;i = Y(t;)
con y = 1 + ivye. Allora:

(P) =) lzi—zia| =) \/(71(tz‘) — 1 (ti1))? + (r2(t:) = Y2(ti-1))”
=1 i=1

che applicando il teorema di Lagrange, e considerando i punti sempre piu
vicini fra loro, diventa:

(Vi (i) (ti = tim1))? + (W(di) (ti — ti-1))* =

M-

s
Il
—

I
M=
- = =

(v (e0)? + ((di))* (8 — ti1) =

s
Il
i

(v (e0)? + (W (ea))? (ti — tim1) =

Q

@
I
—

b
|V ()| (ti — tiz1) — / |7/ (t)|dt  per p — +o0

e

I
—

)

Conosciamo ora la lunghezza della curva ma dobbiamo ancora calcolare 1'in-
tegrale di una funzione f lungo di essa. Siano quindi A C C, f € C(4;C),
v : [a,b] — C curva regolare in A, cioé con sostegno contenuto in A
(7([a,b]) € A). Il nostro scopo & definire fv f(2)dz. Percio, se 7; € [a, b] per
1=0,...,p, si ha la seguente somma di Cauchy-Riemann:

p

> f
=1

V(i) = v(ti1)) = D F(T))Y (00)(ti — tioa) =
i=1

~
~

> ()

» b

SO (73) (b — tia) — / FOW ()t per p— +oo
=1 a

E quindi ragionevole definire un integrale di una funzione f su una curva -y
come segue.

14
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Definizione 2.7 Siano A C C, v : [a,b] — C curva regolare in A, f €
C(A;C). Chiamiamo integrale complesso di f su ~y il numero complesso

b
/#@mﬂgjfwmwwMec
o7 a

2.4 Proprieta dell’integrale complesso

Prendiamo due curve regolari v,v~ : [a,b] — C dove 7~ risulta essere cosi
definita:

(1) =2 (a+b—1)
In questo modo, le due curve hanno lo stesso sostegno ma vengono percorse
in versi opposti. E facile dimostrare (operando il cambio di variabile: a +

b—t=u) che:
/Vf(z)dz:—[r f(z)dz

Definizione 2.8 Siano v : [b,c] — C e v2 : [¢,d] — C curve regolari. Di-
ciamo che vy e 2 sono equivalenti quando esiste una funzione ¢ : [a, b] %

[e, d] tale che:
a) peCW;
b) ¢'(t) >0 Vi€ la,b);
¢) =200
Osservazione 2.9 Siano v; e 72 curve regolari equivalenti in A(C C), f €
C(A;C). Allora:
fe) = [ f:)as
72

ga!

L’osservazione ¢ dimostrata operando un cambio di variabile con la funzione
®.

O

Teorema 2.10 (fondamentale dell’integrale complesso) Siano A un
aperto di C, 7 : [a,b] — C curva regolare in A, F' € H(A). Allora:

L/F@wuszw»—me»
Y
Dimostrazione:

b b
/F@w:/meww&:/u%www:wWW%wvmw

Si noti che se la curva e regolare chiusa, e conosciamo una primitiva della
funzione integranda, allora 'integrale € nullo perché i valori negli estremi
coincidono. Questo non vale per funzioni che non possiedono una primitiva,

come, ad esempio, le funzioni z — Z e z — %
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0

Vogliamo ora definire una nuova curva regolare operando una concatenazione
di curve regolari. Siano 7 : [a,b] — C e 73 : [¢,d] — C curve regolari in
A(C C). Definiamo una nuova curva 7 : [a,b+d — ¢] — C in A come segue:

_ @ set € la,b)
V(t) - {72(t+c_d) set e (b,b+d_c]

Allora posta f € C(A;C):

b+d—c
/ f(z)dz % / SO )Y (1) dt

Definizione 2.11 Sia v : [a,b] — C. Diciamo che ~y é curva regolare a
tratti quando v € ottenuta concatenando un numero finito di curve regolare.
In tal caso, v ¢ continua e CV) a tratti.

Osservazione 2.12 Siano A C C, f € C(A;C), v curva regolare a tratti

contenuta in A ottenuta concatenando nell’ordine 1, ...,7, curve regolari,
allora si ha:
[ @@= [ feyas
v i=1 Y7

Ovviamente continua a valere il teorema fondamentale dell’integrale com-
plesso.

0

Teorema 2.13 Siano A un aperto connesso di C, f € C(A;C). Allora sono
equivalenti le sequenti affermazioni:

i) esiste una primitiva di f;

it) Vv : [a,b] — A curva regolare a tratti, f,y f(2)dz dipende solo dagli
estremi y(a) e y(b);

wi) YA : [a,b] — A curva regolare a tratti chiusa si ha che [, f(z)dz = 0.

Per fare cio, consideriamo una curva che dipenda da un estremo fisso P e
da uno variabile (). Allora dobbiamo dimostrare che la funzione g : A — C
tale che g(Q) = [ g f(2) dz sia olomorfa e che la sua derivata sia la funzione
f di partenza. Prendiamo quindi un punto @’ vicino al punto variabile Q.

16
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Si ha:

Q-Q Q-Q \Jp

:Qfl_Q (/PQJC<Z)dZ+/QQ/f(Z)dZ—/I;Qf(z)dz> _

1 < 1 ! / / o
~g—o ), 104 =gp | H@ri@ - Q@ -@a-

1
— /O FQ+HQ — Q) dt

n _ Q' Q
9(Q) 9@ _ 1 ( e | f(,z)dZ)_
P

Percio, per dimostrare che la sua derivata tende alla funzione di partenza,
dimostriamo che il seguente valore assoluto tende a zero:

'Q(Q/) —9(Q)
Q-Q

1 1
'/0 (fQ+HQ - Q) - f(Q))dt S/O f(Q+HQ - Q) — f(Q)]dt <

< jmax |f(R) = (@) =0 per @ —Q

1
—f<@>] -| [ 1@+ i@ -ana- ) -

g

Un interessante caso di studio, che qui viene solo accennato, € la ricerca di
una primitiva della funzione complessa z +— %

restringere il campo C a C** cosi definito:

Per fare cid € necessario

C*=C—-{2z€C:Imz=0,Rez <0}
In C** la funzione logaritmo principale Log : C** — C definita come segue:
Log(z) = log|z| + i Arg z

€ olomorfa, come ¢ possibile dimostrare verificando le condizioni di Cauchy-
Riemann (vedi teorema 2.2). Per una trattazione completa di questo esem-
pio, si guardi B.MAT, paragrafo 4.3 pagine 127-129 ed esempi 4.5-6 e 4.5-7
pagine 147-149.

2.5 Teoremi sugli integrali complessi

Definizione 2.14 Sia 7y : [a,b] — A curva regolare a tratti. Allora diciamo
che v € una curva semplice quando:

a) v e1—1sey(a) #~(b);
b) 7‘[a7b) e1l—1 sevy(a) =~(b).

Chiamiamo circuito una curva regolare a tratti semplice e chiusa.
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Teorema 2.15 (di Jordan) Siay un circuito di C. Allora C~~y([a—0b]) =
B1 U By, dove By e By sono insiemi fra loro disgiunti, connessi e aperti; By
e limitato e By non limitato.

D’ora in poi indicheremo con L(7y) l'insieme connesso e limitato del teorema
di Jordan (nel nostro caso Bj).

Teorema 2.16 (di Cauchy) Siano A un aperto di C, f € H(A), v cir-
cuito di A, L(y) C A. Allora [ f(z)dz = 0.

Non dimostriamo in maniera rigorosa questo teorema, ma ci accontentiamo
di fornirne una spiegazione in un caso particolare. Consideriamo un rettan-
golo con i lati paralleli agli assi tale che L(v) = (a,b) x (¢,d). Definiamo i
quattro lati con le seguenti quattro curve:

v : [a,b] m(t) =t+ic
Yo 1 [e,d] Y2(t) =b+1is
3 :la,b] = C  A3(t) =t+id
Y4 : [c, d] v4(t) = a+is

Allora la curva che descrive il rettangolo ¢ composta da v = v1y4v5 7, e
possiamo scrivere:

[rerae= [ s@aes [ s [ sea— [ eas-
=/abf<t+z'c>dt+/Cdf<b+z's>z‘ds+
—/abf(t+id)dt—/Cdf(a+i3)id5=
z/ab(f(t+i0)—f(t+id))dt+

d
+¢/ (F(b+is) — fla+is))ds =

) ftﬂy)dy di i d bg(fﬂ—l-iS)dm ds =
[ ([ erman)a (5]

//[ab]x[cd] < y(x Y) "Hgi(% y)> dzdy =
- //[a,b]x[c,d] <—gZ(g;7y) - Zg;(xvy) +

Ou ov
+in(2,y) = ay(%y)) dzdy =0

0

Nei teoremi che seguono, si fara riferimento a curve percorse in un certo ver-
S0, orario o antiorario. Definiamo quindi in maniera rigorosa il verso orario
come segue. Preso un punto su una circonferenza, il suo vettore tangente

18
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nel punto y(tg) € 7'(tp). La normale nello stesso punto ¢ determinata da
iv'(to), ossia il medesimo vettore tangente ruotato di 7/2 in senso positivo.
Tale normale si dice entrante se esiste ¢ 0 tale che:

Vs € (0,6) = (to) +isy (to) € L(v)

Percid la curva v ¢ orientata positivamente rispetto a L(vy) quando la nor-
male & entrante in L(7) in tutti i punti in cui essa & definita. Scriviamo y*
per indicare che la curva € percorsa nel verso positivo, viceversa scriviamo

v
O

Teorema 2.17 (di deformazione) Siano A un aperto di C, f € H(A),
Y1,72 circuiti in A tali che v2 C L(y1) e L(y1) N~ L(y2) C A. Allora:

/ﬁf(Z)dzz/ﬁf(Z)dz

Il teorema puo essere dimostrato considerando due curve di raggio r1 e ro,
cosl definite:
Y :[0,27] — C v (t) = rett

Gia sappiamo calcolare I'integrale su una curva di questo tipo (indipenden-

temente dal raggio) della funzione %: f% %dz = 2mi. Percio la differenza

dei due integrali della stessa funzione % sulle curve 7;" e 75 sard nulla. E
possibile ottenere questo risultato congiungendo le due curve mediante due
segmenti. Si formano cosi due nuovi circuiti sui quali 'integrale di % ¢ nul-
lo per il teorema di Cauchy (teorema 2.16). Per la dimostrazione estesa si
guardi B.MAT, proposizione 4.5-5 pagine 154-155.

Teorema 2.18 (Formula integrale di Cauchy) Siano A un aperto con-
nesso di C, f € H(A), v circuito in A, L(v) C A, 29 € L(v). Allora:

f(Zo)_L Mdz

211 ~+ 2= 20

Prima di dimostrare questo teorema, notiamo che la funzione w — fy " % dz
& di classe C(*). Questo si pud facilmente verificare derivando pill volte la
funzione integranda rispetto a w. Passiamo ora alla dimostrazione. Con-
sideriamo il punto zg interno al circuito e v, = zg + re’*. Per il teorema di

deformazione possiamo scrivere:

7]8(2) dz = 7]’(,2) dz = lim/ /() dz =
¥

4+ 2T 20 v 2 20 r—0T Jy+ 2 — 20
2 it 2
Z zo +re L . )
S dz = f(oi.t)me” dt =1 f(z0 +re)dt
NFZ— 20 0 ret 0
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Segue che:
v o +
e ol < /0% (f(z0 + ™) = F(20)) | <
o 2
< /0 | f(z0 4 re™) — f(z0)| dt < /0 zeFllrI(ll?:%zo)) 1f(z) = f(z0)|dt =

=27 max z)— f(z9)| — O err — 0
e 1f2) = f) =0 p

2.6 Punti singolari. Residui

Prima di studiare le particolarita di alcuni di alcuni punti delle funzioni com-
plesse di variabili complesse, forniamo la seguente definizione per comodita
di esposizione.

Definizione 2.19 Siano zgp € C, r € RT. Chiamiamo palla forata (o
intorno forato) di centro zy e raggio r, l'insieme

Bi(z0) ¥ {ze€C:0<|z— 2| <7} = Br(z) ~ {20}

0

Definizione 2.20 Siano A un aperto di C, f € H(A), zop € C. Diciamo
che zy ¢ punto singolare isolato per f quando:

(Z) 20 € A;
b) Ir e RT : Bf(29) C A.
Ossia, zg € punto isolato di C . A.

I punti singolari isolati possono essere di vari tipi. Analizziamoli.

Definizione 2.21 Siano A un aperto di C, f € H(A), zo punto singolare
isolato per f.

1) Diciamo che zy é punto singolare eliminabile per f quando esiste ¢ € C
tale che f(z) — € per z — zo;

2) diciamo che zy ¢é polo di ordine k (con k € N\ {0}) per f quando esiste
¢ e C~ {0} tale che f(z) ~ ﬁ per z — 2o, cioe (z — 29)Ff(2) — ¢
per z — zp;

3) diciamo che zy € punto singolare essenziale per f quando non é elimina-
bile e non é un polo.

Svolgiamo ora alcune considerazioni sui punti 1) e 2) della definizione prece-
dente. Iniziamo con il punto 1) enunciando il seguente teorema.

20
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Teorema 2.22 Sia A un aperto di C, f € H(A), z punto singolare elimi-
nabile per f. Allora la funzione f cosi definita:

~ ~ f(z sez€ A
fravfmp e fe={1

lim, .., f(z) sez=z
é olomorfa in AU {z}.
Per quanto riguarda il punto 2) vale la seguente osservazione.

Osservazione 2.23 Siano P polinomio in C, f(z) = P%Z). Allora zg ¢ polo

di ordine k di f se solo se zg € uno zero di ordine k di P.

0

Definizione 2.24 Siano A un aperto di C, ~ circuito in A, f € H(A),
zo punto singolare isolato per f tale che zy € L(vy) e L(y) ~ {20} C A.
Chiamiamo residuo di f in zg il numero complesso

Res(f, 20) det 1 f(z)dz
ot

27

Teorema 2.25 (dei residui) Siano A un aperto di C, v circuito in A,
fe H(A), z,...,z punti singolari isolati per f tali che:

a) z € L(vy) peri=20,...,p;
b) L(y) ~{z0,...,2p} C A.
Allora: )
/ f(z)dz = QWiZRes(f, i)
g i=0

La dimostrazione di questo teorema & molto agevole per via grafica, ma qui
ci limitiamo a svolgerla a parole (per una dimostrazione rigorosa si veda
B.MAT, proposizione 4.8-1 pagina 179). Si considerino i circuiti v; che con-
tengono al loro interno un unico punto singolare isolato z;. La somma degli
integrali della funzione f sulle curve ~; € uguale all’integrale iniziale e ogni
termine e uguale al residuo della funzione nel punto contenuto all’interno
del circuito sul quale stiamo integrando. Un passaggio aiutera a chiarire il
concetto:

L+ f(z)dZZZ/+ f(Z)dz:27riiz(:]Res(f,zi)

i=0 "
O

Vediamo come calcolare il residuo in un punto singolare eliminabile zg. Per
fare cio ci serviamo della funzione f definita precedentemente. Allora:

Res(f,20>=lﬁ+f<z>dz— ! /ﬁﬂz)dz:o

ori o
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per il teorema di Cauchy (teorema 2.16).

Se zp € invece un polo, doppio, ad esempio, sappiamo che se f € H(A)
esiste £ € C tale che (z — 29)2f(2) — £ per z — zy. Chiamiamo gy la
funzione go(2) = (2 — 20)2f(z). Allora go € H(A) e z sard un punto
singolare eliminabile per go. Sia ora g il prolungamento olomorfo di gs.
Allora go € H(A). Possiamo quindi applicare la formula integrale di Cauchy

(teorema 2.18):
go(s) = 1 52(2) dz
92(s) X/

2mt o+ 2 — S

Ma sappiamo che:
0 g2(2) _ 32(2)

dsz—s (z—s)?

e che la precedente funzione integranda & continua come lo & anche la sua
derivata. Possiamo allora invertire derivata con integrale ed ottenere:

TR o TR

che nel punto zy diventa:

al (2 :i L(Z)dz:i Vdz =
) = 57 | i |, 1

271 Jo+ (2 — 20)?

zZ—20 zZ

—Res(f,20) = Jim (1~ 20)%())

La formula puo essere generalizzata ad un polo k-plo come segue:

1 dkfl X
Res(f,z0) = G- Jim (dz’f—l('z — 20) f(2)>

O

Un’applicazione del teorema dei residui particolarmente diffusa e legata al
calcolo di integrali indefiniti. L’idea che sta alla base di questa applicazione
e quella di integrare, anzizhé sull’intervallo +o00, —00, su una semicircon-
ferenza di raggio R (composta da un arco lungo 7R e da un segmento lungo
2R, ossia il diametro) e far tendere poi tale raggio a +oo. Il prossimo teore-
ma garantisce che 'integrale calcolato lungo 'arco di semicirconferenza sia
nullo. L’integrale rimanente puo essere quindi calcolato a partire dai residui
della funzione applicando il teorema dei residui.

Teorema 2.26 (Lemma del grande cerchio) Siano g € H(B), z € B,

B 2 {2€C;|z| > a,B8 <arg(z) <}, g(2) = o) per |z|] — +oo. Se
Ar(t) = Re' per B <t <+, allora:

/ g(z)dz — 0 per R — +00
AR
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Dimostrazione:

A ) g(z) dz

Infatti si ha che:

-2nR = 27e

< ‘n|1ax lg| - lunghezza(AR) <
z|=R

=l o

Vee Rt JR.€RV:VzeB |2|>R. = |g(z)| < —

2|
O

Il lemma che segue, invece, verra applicato nel capitolo 7 nello studio dell’in-
versione della trasformata di Laplace applicando la trasformata di Fourier.

Teorema 2.27 (Lemma di Jordan) Siano R,a € RT, 0 < 0; < 6y <,
il settore S cosi definito:

S={z€C:|z] > R,0, <arg(z) <6}

ACS, f: A— C tale che f € H(A). Se

f(z) =0 per|z| - +o00,z€ S
allora

/ € f(z)dz — 0 per R — +o0

R
dove yr = Re™ pert € [01,62].
L’ipotesi che f(z) — 0 assume questo significato:

VeeRY JR.eRT:VzeS |2|>R. = |f(2)<e

Per il teorema di Weierstrass | f| ha massimo e sia dunque M (R) = max f(Re")
per t € [01,02]. Per ipotesi, M (R) ¢ infinitesimo all’infinito. Si ha:

L ) €% f(2)dz

4
/ 2 eiaR(cos t+isint) f(Reit)iReit dt‘ <
01

2> )
< R- M(R)/ e—ocRSlnt dt <
01

< R- M(R)/ efaRSintdt —
0

_ 2-R-M(R)/2 e—aRsint 44 vy ¢ [0, q
; 2

Per 0 <t < 7, la funzione seno ¢ concava e crescente, dunque la retta di
equazione y = %t sta sotto il grafico della funzione seno per 0 < t < 7,
quindi:

2
0< Zt<sint Vie [o,q
T 2
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Segue:

us jus

2.R.M(R)/2 e~oftsint gy < 2-R-M(R)/2 e ORIt gt =
0 0

zg-M(R)(l—e_o‘R)%O per R — +o00

Il termine fra parentesi, ottenuto risolvendo l'integrale, tende a 1 e quindi &
costante, mentre M (R) tende a zero per ipotesi.
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Capitolo 3

Trasformata di Laplace

3.1 Definizione di trasformata di Laplace

Definizione 3.1 Siano f : R — C, f(t) =0 Vt <0, f continua a trat-
ti. Diciamo che f ¢é trasformabile secondo Laplace (o semplicemente L-
trasformabile) quando esiste un s € C tale che la funzione e ! f(t) sia
assolutamente integrabile in senso generalizzato su [0,+00). In tal caso
chiamiamo trasformata di Laplace di f [’integrale

+o0
Clf)(s) = / e~ £ (1) dt

E importante notare che se l'integrale suddetto converge per sy (un solo
valore dei numeri complessi), allora converge per tutti i punti del semipiano
a destra di sg. Infatti, consideriamo s € C, con Re s > Re sg. Allora:

e f(O)] = e~ | [F(O)] = e oI f ()] < e R0l f(1)] = [ f (1)
O

Per comodita di scrittura, presa una funzione w : R — C, definiamo la
funzione w, come segue:

w(t) set>0

def
* +() {0 set <0

O

Definizione 3.2 Sia g : [0,+00) — C. Diciamo che g é di tipo esponenziale
quando esiste M € R* e ¢ € R tali che Vt € [0,+00) |g(t)] < Me. In tal
caso ¢ e detto tipo della funzione esponenziale.

Teorema 3.3 Sia f : R — C, f(t) =0 Vt <0, f continua a tratti, f
di tipo esponenziale c¢. Allora f & trasformabile secondo Laplace ed esiste
L[f](s) Vs & C con Res > ¢ almeno.
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Questa condizione sufficiente per I'esistenza della L-trasformata si dimostra
considerando che per ogni s € C con Res > ¢

|€_Stf(t)} _ €_tReS|f(t)’ < €_tResM€Ct _ Me—t((Res)—c)

dove Me~H(Re$)=¢) & sicuramente integrabile in senso generalizzato su [0, +-00).

Definizione 3.4 Sia f : R — C, f(t) =0 Vt <0, f continua a tratti.
Chiamiamo ascissa di convergenza di f il valore o € [—00, +00)

o(f) =inf{Res,s € C: |e "' f(2)

¢ integrabile in senso generalizzato su [0,+00)} € [—00,400)
U

Con la trasformata di Laplace, € stato introdotto un nuovo tipo di funzioni:
funzioni complesse di una variabile complessa, cosi definite:

L[f]:{s€C:Res>o(f)} —C

Contemporaneamente abbiamo introdotto trasformazioni integrali del tipo

F(s) = / K(t, 5) £ (1) dt
I
e, in particolare, la trasformazione di Laplace
L:f— L[f]

che ¢, a tutti gli effetti, una trasformazione lineare.

3.2 Proprieta della trasformata di Laplace

Teorema 3.5 (di linearita) Siano fi, fo funzioni L-trasformabili, c1,co €
C. Allora:

I) c1f1 + cafa é L-trasformabile;
I[) E[lel + 02f2] = Clﬁ[fl] + C2£[f2]7'
III) o(cyfi+ caf2) > max{o(f1),0(f2)}

Siccome le proprieta I) e II) sono banali da verificare in quando derivano
immediatamente dalla definizione di trasformata, studiamo il caso III). Posto
s € C, con Res > max{o(f1),0(f2)}, si ha:

e (e1fr + cafa)] < e e[ f1] + e R%ea|| o

che & integrabile in senso generalizzato.

26
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Teorema 3.6 Sia f:R — C, f(t)=0 Vt<0, f CY a tratti, f continua
in RT, f, f' L-trasformabili. Allora:

L[f)(s) = sL[f)(s) = f(0T)

Dimostrazione:

M —st g/ _ e—st M s Me—st _
|erwan= el v [ etoar-

M
=e*Mf(M) - f(OF) + s/ e St f(t)dt —
0
— = f(07) + sL[f](s) per M — 400
Il termine e~*M f(M) tende a zero in quanto, se Res > ¢

[f(t)] < ke
{e_SMf(M)’ < ke~ MResteM () per M — 400

Teorema 3.7 Sia f: R — C, f(t)=0 Vt<0, f C? a tratti, f di classe
CW) in R, £, f', f" L-trasformabili. Allora:

L[f")(s) = $*LLf1(s) — s£(07) = f'(07)

Dimostrazione:

LIf")(s) = sLIf')(s) = f'(0F) = s*L[f)(s) = £'(07) — sf(07)

3.3 Utilizzo della trasformata di Laplace

Studiamo ora alcune applicazioni della trasformata di Laplace. Supponiamo,
ad esempio, di voler operare un cambiamento di scala ad una certa funzione
f trasformabile secondo Laplace per ottenere un risultato del tipo:

ge(t) = f(ct) per ceRT

Teorema 3.8 Siano f : R — C funzione L-trasformabile, s € C, ¢ € RT,
ct =u, Res > co(f). Allora:

M M
/0 e f(ct)dt = (1:/0 e f(u) du — %E[f] (z) per M — 00

In questo caso, e%¢ f(u) é convergente se Re? > o(f), ossia Res > co(f).
Possiamo percio scrivere la formula del cambiamento di scala:

Llgds) = -£1f1 () Res > eo(f)

c
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0

Proponiamoci ora di effettuare una traslazione della funzione f per ottenere
un risultato del tipo:

hi(t) = f(t —to) pertog € RT

Teorema 3.9 Siano f : R — C funzione L-trasformabile, s € C, Res >
a(f), to € RT, t —tg =v. Allora:

M M—tg
/ e Sf(t —to)dt = / e*S(”HO)f(v) dv =
0

—to

M—tg
= ¢ 5t / e f(v)dv —
0
—e SL[fl(s) per M — +oo

La formula finale della traslazione é quindi:
Llhe)(s) = e LIf](s) Res > o(f)
d

Puo essere necessario, infine, rendere esponenziale il comportamento di una
funzione (ad es. di un segnale se lo si deve “smorzare”) ed ottenere quindi
una funzione del tipo:

ko(t) = e f(t) per aecC

Teorema 3.10 Siano f : R — C funzione L-trasformabile, s, € C, Re(s—
a) > o(f). Allora:

+oo +oo
/ et f(t) dt = / e~ F () dt = L[f](s — )
0 0
In questo caso, la formula finale sara:

Llky](s) = L[f](s—a) Res>o(f)+ Rea

3.4 Casi particolare di trasformazione secondo Laplace

Puo risultare utile calcolare la trasformata di una funzione periodica. Pro-
cediamo dunque come segue.
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Teorema 3.11 Siano T € R*, g : R — C funzione T-periodica. Con-
sideriamo allora la funzione h(t) = g(t)H(t) (dove H(t) é la funzione di
Heaviside); essa non puo considerarsi propriamente periodica, in quanto é
nulla per t < 0, tuttavia possiamo richiedere che sia L-trasformabile, cioé
continua a tratti e di tipo esponenziale. Sappiamo quindi che 'integrale di
Laplace della funzione h(t) converge. Percio, posto n € N, converge anche
la sequente successione per n — —+00:

/On e Sth(t)dt = Z/ o e Stg(t)dt = Z/ o e Stg(t—(k—1)T)dt

che ponendo t — (k — 1)T = r diventa

n T
Z/ —s(r+(k—1)T) ( )d?“ _ Ze—sT(k—l) / e_STg(r) dr
k=1 0

—sT(

dove il primo termine Y ,_; € k=1 puo essere facilmente ricondotto ad

una serie geometrica di ragione e~ 5T operando la sostituzione h =k — 1:
n n—1 n—1 n 1
—sT(k—1) _ Z —sTh __ Z —sT
Ze =) e =>» (e") - T T Res > 0
k=1 h=0 h=0

La formula finale di trasformazione per una funzione gr che sia T-periodica
e quindi:

1
1—e 5T

T
Llgr|(s) = /O e *'gr(t)dt Res >0

g

Un altro caso di particolare interesse ¢ rappresentato dalla trasformazione
della primitiva di una funzione.

Teorema 3.12 Sia f : R — C una funzione continua a tratti e di tipo espo-
nenziale tale che f(t) =0 Vt < 0. Definiamo quindi una nuova funzione

F(t) come seque:
0 t<o0
F(t) = set <
fo u)ydu set>0

La funzione cosi definita risulta essere CV) a tratti. Ricordando che la
funzione iniziale f(t) é di tipo esponenziale, possiamo scrivere:

o< [ Iwiausar [fevau= e <

e cio prova che anche F(t) & di tipo esponenziale. Possiamo quindi cal-
colare Uintegrale di Laplace di F(t), limitandoci, per ora, a considerare un
intervallo compatto e successivamente far tendere il limite superiore a +00.

M
C
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Supposto Res # 0 e applicando due volte il teorema di riduzione per gli
integrali doppi st ottiene:

e ([ sy [ ([ ra)oe- [ o2
. i/oy =5 f(u) du — %efsy /Oyf(U) du

dove il secondo termine converge a zero per y — 4o0o se Res > ¢ come
mostra il sequente passaggio:

/Oyf(u)du

La trasformata di Laplace di una primitiva é quindi:

e~y < MeY=sY = Me¥(5—0)

LIF)(s) = ~LIA)(s) o(F) = max{0,0(/)}

3.5 Olomorfia della trasformata di Laplace

Lo scopo finale di questo paragrafo & dimostrare che la trasformata di
Laplace € una funzione olomorfa. Per raggiungere questo importante risul-
tato, occorre svolgere alcune considerazioni preliminari.

Iniziamo a considerare che la funzione sotto il segno di integrale di
Laplace, e %' f(t), & una funzione di due variabili, f(s,t). Poniamo quin-
di A C R (oppure C), f: A x [a,b] — C e chiamiamo F(s) f f(s,t)dt.
Un primo risultato, che non dimostriamo, & che se f € C(A X [a, b]; C) allora
F' ¢ continua. Il secondo obiettivo ¢ invece dimostrare che F' ¢ derivabile e
calcolare il valore della sua derivata.

Siano A C R f: Ax[a,b] — C tale che esiste f(s t) V(s,t) € AxJa,b]
e che ? € C(A x [a,b];C), sp € A. Calcoliamo il valore della seguente
derivata:

(;13 ( ) gi( t)dt) du:% ( nga(u t)du> dt =

:% ab(f(s,t)—f(so, (/ fstdt—/ F(s0,1) dt)

baf baf
_/aﬁ dt—/ao,dt s tar ds

Si noti, infatti, che il termine ff f(s,t)dt & proprio la F(s), mentre f: f(so,t)dt
€ un termine costante che ha quindi derivata nulla.

Ora enunciamo un teorema che rientra nell’ambito dei teoremi di con-
vergenza dominata che sara utile al nostro scopo.

Teorema 3.13 Siano I intervallo non compatto di R, A C R (oppure C),
fe€C(AXI;C). Se esiste g : I — R tale che:

30
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a) |f(s, )] <g(t) V(s;t)e AxI;
b) g ¢é integrabile in senso generalizzato
allora la funzione F(s f[ s,t)dt & continua.

Questo stesso teorema, puo essere enunciato in forma differente:

Hslirlélo f(s,t) = fo(t) = 3lim F(s /fo

s— 80

Sappiamo gia che % (e™s'f(t)) = —te ' f(t) & continua in A x (0,+00) se
loe fin (0,+00). Dimostriamo ora che la trasformata di Laplace di f(t) &
continua su tutto il semipiano a destra di o(f). Osserviamo quanto segue:

s0 € C,Resg > o(f),6 €RT :Resg— 8 > o(f),s € Bs(so)
4
e F(O)] = e R ()] < em om0 £(1)]

dove 'ultimo termine non dipende piu da s e, per le ipotesi fatte, € integrabile
in senso generalizzato.

Studiamo ora se esiste il limite impe s—+00 £[f](s). Siano quindi s, €
R, tali che Res > s1 > a. Allora:

‘efstf(t)‘ < Meft(Resfa) < Meft(slfa)

dove l'ultimo termine e integrabile in senso generalizzato. Possiamo quin-
di applicare il teorema precedente invertendo il limite con l'integrale e,
osservando che Me tRes=a) _, 0 per Re s — +o0, si ha:

lim  L[f](s) =0

Re s—+o0

Raccogliamo i risultati sinora ottenuti nel seguente teorema.

Teorema 3.14 Siano I intervallo non compatto di R, A C R (oppure C),
f €C(A X I;C) tale che:

a) 3% (s,t) Y(s,t) € AxI;
b) 9L(s,t) € C(A x I;C)
ed esistano g, h : I — R tali che:

a) g,h siano integrabili in senso generalizzato;

b) ’f(‘s?t)’ < g(t) V(S7t) €AXI;

W@tﬂsmw W(s.t) € Ax I

allora F(s) = [; f(s,t)dt é derivabile e F'(s) = [, gjsc(s t) dt.
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Rileviamo anche che se e~ 5! f(¢) ¢ integrabile in senso generalizzato per quan-
to dimostrato prima, ¢ integrabile anche la sua derivata —te™*! f(t) sceglien-
do un o/ opportuno tale o/ = o+ Ve € RT. Segue quindi il teorema che
afferma ’olomorfia della trasformata di Laplace.

Teorema 3.15 Siano f: R — C, f(t) =0 Vt <0, f continua in (0, +00),
f di tipo esponenziale. Allora L[f] é olomorfa in {z € C,Rez > o(f)} e

+oo
SN == [ et = £l o))

3.6 Antitrasformazione secondo Laplace

Finora abbiamo utilizzato la trasformazione di Laplace per ottenere funzioni
trasformate partendo dal dominio delle funzioni “non trasformate”. Sarebbe
utile uno strumento che consentisse di fare ’operazione opposta e cioe pas-
sare da un domino trasformato ad uno non trasformato. Questo ¢ possibile
mediante 'antitrasformata di Laplace. Per sfruttare questo metodo e pero
necessario enunciare un importante teorema.

Teorema 3.16 (di unicita) Siano f,g: R — C funzioni continue a tratti,
continue in RT, trasformabili secondo Laplace e tali che f(t) =0 e g(t) =
0 Vt<0. Allora:

=g

Questo teorema ci garantisce quindi, che data una funzione nel dominio
trasformato, la sua antitrasformata ¢ unica. Vediamo di applicare questo
risultato nell’antitrasformazione di una funzione razionale fratta che rappre-
senta un caso di grande interesse applicativo. Ricordiamo prima le definizioni
di radici semplici e multiple di un polinomio.

Definizione 3.17 Siano P e @ polinomi in R (o0 in C), s € R (o C),
k € Nx{0}. Diciamo che sq ¢ radice k-pla di P quando P(s) = (s—s0)*Q(s)
per con Q(so) # 0. Diciamo che sy é radice semplice di un polinomio P
quando P(s) = (s — s9)Q(s) con Q(so) # 0; ossia quando k = 1. Se k > 1
diciamo, in generale, che sy € una radice multipla.

E il caso di fare un’interessante osservazione che riguarda le radici semplici.
Siccome P'(s) = Q(s) + (s — s0)Q'(s), segue che, per le radici semplici, si
verificano le seguenti equazioni:

P (SQ) =0

P'(s0) = Q(s0) # 0

Si puo facilmente intuire come questo risultato possa essere esteso per radici
doppie, triple, ecc.
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Teorema 3.18 Siano P polinomio inR (0inC), s € R (0 C), k € N\{0},
h=0,...,k—1. sy é radice k-pla di P se e solo se:

P(h)(so) =0
P®)(s9) # 0

Se per operare 'antitrasformazione di una funzione polinomiale fratta vo-
gliamo scomporla in fratti semplici, ossia nella forma

S — 8;
i=1 v

dove s; sono tutte radici semplici e dove il grado di sia minore di n
)
possiamo calcolare i termini A; come segue:

Qs s
Ai = slasi- P(s)

Q(s1) Q(s1)

Oé(SZ' — 81) . (Si — sifl)(si — Si+1) e (Si — Sn) Pl(si)

Concludiamo scrivendo la formula finale compatta per I'antitrasformazione
di una funzione polinomiale fratta espressa come sopra (purché il denomi-
natore abbia soltanto radici semplici e grado maggiore del numeratore):

Q(SZ) si
P eIt H (t)

/ si)

o g o-3

O

Nel processo di antitrasformazione sarebbe utile trovare un modo per anti-
trasformare il prodotto di funzioni. Queste funzioni potrebbero essere, ad
esempio, i fattori di un polinomio al denominatore di una certa funzione
trasformata. Per fare cio ci serviamo della convoluzione, definita nel primo
capitolo (definizione 1.20).

Teorema 3.19 Siano f,g: R — C, f,g continue a tratti tali per cui f(t) =
gt) =0 Vt<0elf(t) < ke, |g(t)| < koePt. Allora fxg ¢ trasformabile
secondo Laplace come seque:

L(f *9)(s) = L[f1(s)L[g](s), Vs €C:Res>max{o(f),a(9)}
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La dimostrazione di questo teorema ¢ la seguente (si consideri il cambio di
variabile t — v = w):

/OM eSt(f % g)dt = /OM et (/Otf(t ~ 0)q() dv) dt —
_ /OM </JMeStf(t—v)dt> g(v)dv =
- | N (/ U st £ ) aw) glo) d =
_ /0 Y e ( /O M s ) dw> g(v) dv =
_ /OM e (/OM e f(w) dw> g(v) dv+
- /OM “ (/MM—v e W) dw) glv)dv =

= /OM e *Yg(v)dv /OM e Y f(w)dw + I(M)

Dall’ultima espressione si deduce, quindi, che se il termine I (M) tendesse a
zero quando M tende a +oo, la trasformata di una convoluzione si ridurrebbe
al prodotto delle trasformate delle funzioni convolute. Cosi &, infatti:

o) < | e (/ Y ) du ) lgo)] do <

M—v

M M
< [Terme ([T emnel ) u) loto) o <
0 M—v
M M
< kfl/ e—vRes </ e—w(Res—a) dw) ]g(v)]dv <
0 M—v

M
< kl/ Ue—vRese—(M—v)(Res—a)|g(v)| dv =
0
M
_ kl/ Ue—M(Res—oc)—ow|g(U)| dv <
0
M
< kle/ ve—M(Res—a)—av—i—ﬂv dv <
0
M
< kle/ vefM(Resfa)faerﬁv dv <
0

2
< klk‘ge_M(ReS_o‘)e'ﬂ_alMMT —0 per M — +o0

3.7 Teoremi del valore iniziale e del valore finale

Enunciamo ora due teoremi che vengono utilizzati in alcuni casi applicativi.
Chiamiamo, per comodita di esposizione, F'(s) = L[f](s).
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Teorema 3.20 (del valore iniziale) Sia f : R — C una funzione conti-
nua a tratti e di tipo esponenziale tale che f(t) =0 Vt <0. Allora se esiste
il limite lim,_,o+ f(t) = f(07) allora:

3 lim sF(s) = f(0")

Re s—+o0

Percio F(s) ~ wi(Us] per Res — +o0 se f(0T) # 0, oppure F(s) = o (%) per

Res — +oo se f(01) =0 (cioé f é continua in 0).

Dimostriamo questo teorema con un’ipotesi aggiuntiva per semplificare i
calcoli: sia f C™V) a tratti. Allora:

L[f')(s) = sF(s) — £(07)

ﬁ[f’}(s)_w) } = sF(s)Hf(O‘*‘) per Res — 00

Teorema 3.21 (del valore finale) Sia f : R — C una funzione continua
a tratti tale che f(t) =0 Vt < 0. Se esiste il limite limy_, f(t) € C (e
quindi f € limitata e o(f) < 0) allora:

3 lim sF(s)= lim f(t)

Re s—0 t——+oo

Percio F(s) ~ g per s — 0 se f(t) — £ # 0 pert — 400 (quindi 0 é un polo

semplice), oppure F(s) = o (%) per s — 0 se f(t) — 0 pert — +o0.
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Capitolo 4

Complementi sulle serie

4.1 Convergenza e scambiabilita di passaggi al li-
mite

Definizione 4.1 Siano A C R"™ (oppure C), fr, : A — C. Diciamo che fy
converge a f puntualmente su A quando ¥Vt € A fi(t) — f(t) per k — +o0.

Ad esempio, posto A = [0,1] e f, € C(A;C) con fi(t) = t*, si ha che fissato
tal, t" — 1 per k — 400, mentre t* — 0 per tutti gli altri t € [0,1).
Percio:

0 se0<t<1

fk(t)—>f(t)={1 o

Dove f non e neppure una funzione continua.

Definizione 4.2 Siano B C R" (oppure C), fr : B — C. Se esiste
[ fllc = maxpy |f], diciamo che fi converge a f uniformemente su B
quando sup,ep | fr(t) — f(t)] — 0 per k — +oo.

Seguono ora tre importanti teoremi che garantiscono, per certi casi partico-
lari, la scambiabilita di passaggi al limite.

Teorema 4.3 Siano {fr} una successione di funzioni continue, f : B — C.
fr — [ uniformemente su B = f ¢ continua in B.

Teorema 4.4 Siano {fx} una successione di funzioni derivabili, f,g: B —
C. Se fr — f su B e f; — g uniformemente su B allora:

I) f ¢ derivabile;
1) f'=g.

Teorema 4.5 Siano {fi} una successione di funzioni fy : [a,b] — C, f
continua a tratti, f : B — C. fr — f uniformemente su B = fab fe(t)dt —

1P rt) dt.
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Per esempio, per il teorema 4.3 si ha:
=1i t) =lim i t)= lim li t)= li =
flo)=lim f(t) =lim lim fi(t)= lim lim fi(t) = lim fi(c) = f(c)
4.2 Serie di funzioni

Sia ora { fx} una successione di funzioni f : A — C. Se definiamo le seguenti
somme parziali:

50 = fo
s1 =50+ fi
S9 = 51+ fo

Sp+1 = Sp + fn-‘,—l

possiamo facilmente definire Z;ﬁ% fn come somma di funzioni. In analogia
con quanto detto nel paragrafo precedente nelle definizioni 4.1 e 4.2 si ha che
questa converge puntualmente se Z:{i‘é n(t) converge per ogni t; converge
uniformemente a g su A quando sup,c4 [>p_y fe(t) — g(t)| — 0 per n —
+00.

Il prossimo teorema e uno strumento utile per determinare la convergenza

uniforme delle serie di funzioni.

Teorema 4.6 (Criterio di Weierstrass) Sia 3720 f,, una serie di fun-

zioni fp, : A — C. SeVn € N Fa, € Rt U{0} : supjeq |fn(®)] < an e
:i% an converge, allora E:i% fn converge uniformemente su A.

E possibile verificare, ad esempio, che la serie Z:ﬁ% 2", per z € C, converge

sulla palla aperta unitaria ma non sulla palla chiusa unitaria. Ossia converge

se z € B,(0) con r € (0,1) estremi esclusi. Infatti una serie geometrica di

ragione r converge solo se |r| < 1.

. < . int . N .
Un altro esempio puo essere la serie :er(’) €5 che si puo ricondurre alla
e # che & convergente e pertanto la serie di partenza e

eznt
n2

serie armonica y

convergente uniformemente. Infatti % =

. . \ . . n
Un ultimo esempio e la serie esponenziale complessa :er(’) =7 che con-

verge puntualmente in C ma uniformemente solo su B,(0) con r € R*.
=™

T = —+o0.

Infatti per n fissato sup,cc

4.3 Serie di potenze

Definizione 4.7 Siano {a,} successione in C, zgp € C. Chiamiamo serie di
potenze di punto iniziale zg una serie di funzioni del tipo

+00
Z an(z — 2p)"
n=>0

38
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Quasi sempre, per semplicita di calcoli, utilizzeremo serie di potenze di punto
iniziale 0. Tuttavia, i ragionamenti che seguono possono sempre essere estesi
per punti iniziali arbitrari.

Teorema 4.8 (Lemma di Abel) Sia > a,2" una serie di potenze. Al-

lora:
I) 21 # 0,50 a2t converge = Vz € C,lz| < |z] Y025 anz"
converge;
II) Y120 a,28 non converge = Vz € C,|z| > |2 +20 a,2™ non
converge.

Dimostriamo il primo enunciato. Se z = 0 naturalmente la serie converge.
Se invece 0 < |z| < |21 si ha:

lanz"| = n 2y | = |an 27| < L|—
1

z
Z1 %1

n

£| converge perché & geo-

Infatti, il termine |a,27| tende a zero, mentre

metrica di ragione < 1. Dunque la serie di partenza converge assolutamente.

Osservazione 4.9 Data una serie di potenze > a,,(2 — 29)", si presenta
solo uno dei seguenti casi:

1) Vz € C la serie converge;

2) la serie converge < z = zp;

3) Ir e RT :Vz € B.(29) la serie converge e Vw ¢ B-(z9) la serie non
converge.

Dimostriamo il punto 3). Esso equivale a dire che

+oo
beR": Z a,b" converge p # @

n=0
ed in piu, per il lemma di Abel, si ha:

“+oo
Jsup{beR": Z a,b" converge p =1

n=0

Dunque per |s| < r la serie converge, mentre se convergesse anche per
|lw| > r, convergerebbe anche al di fuori della palla suddetta, contraddi-
cendo la definizione di estremo superiore. Si noti che nulla sappiamo di
quando avviene sulla frontiera della palla.

Chiamiamo quindi r raggio di convergenza della serie. Percio, in riferi-
mento hai casi precedenti si ha:

1) r=+4o0;
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2) r=0;
3) (0, +0c0)
O
Studiamo ora la convergenza uniforme delle serie di potenze.
Teorema 4.10 Sia _0 20 an(z — 20)™ una serie di potenze. Allora:
I) ser =400 = VreRT Fo0 an(z — 20)" converge uniformemente
su By(z0);
II) ser e RT = Vse (0,r) 0 an(z—20)" converge uniformemente
su Bg(zp).

Possiamo anche chiederci se una serie di potenze sia olomorfa nel proprio
cerchio di convergenza. Vale quindi il seguente teorema.
Teorema 4.11 Sia an(z — 2z0)" una funzione olomorfa su C (an(z — z9)" €
H(C)), sappiamo quindi che é anche continua. Allora:

I) la serie Y20 an(z — 20)" & continua nel cerchio aperto;

+

II) la serie delle derivate Y 2 nay(z — 20)" "' & una serie di potenze ed

ha raggio di convergenza uguale alla serie di partenza.

n

Segue quindi che S°20 an(z — 20)" ¢ olomorfa.

Prendiamo come esempio la funzione

1) =5 | 1) 44

211 vt S —Z

con L(vy) C dom(f), z € L(7y) e z # zp. Allora possiamo scrivere:

11 11 f z—z\"
s—z_s—zol—ﬂ_s—zgn: s — 20

S$—20 0

Infatti la ragione della serie geometrica sopra indicata per le ipotesi fatte &
< 1 e quindi converge. Dunque si ha:

f(z) = / i SZ__Z:OnH

Dove il raggio di convergenza ¢ 400 in quando la funzione ¢ olomorfa su
tutto C.
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4.4 Funzioni analitiche

Definizione 4.12 Siano A un aperto di C, f : A — C. Diciamo che f ¢
analitica quando Vzgp € A 33U, intorno di zy tale che Vz € Uy, si ha:

+oo
f2) = enlz—20)"
n=0

con raggio di convergenza la distanza di zg dalla frontiera di A e dove

(n)
-1

Per esempio, I'esponenziale complesso definito come

+oo n

==
n!
n=0
Risulta essere una funzioni analitica in C.

Non possiamo dire altrettanto di un qualsiasi polinomio di Taylor svilup-
pato con il resto secondo Peano, infatti se f € C™(I;R),zo € I

n )y
f@) =3 L ) o (= 20)) pers =g
k=0

. . (n) . .
la serie di potenze Z:{i% fTW(x — xp)" non ha raggio di convergenza
positivo né ha per somma f(x) in un intorno di zg.

Infine, consideriamo la seguente funzione che ¢ C(>°) ma non analitica:

(1) = 0 set <0
= e_% set>0

n

Quindi, mentre in campo complesso la semplice olomorfia implica I’analitic-
ita delle funzioni, nel campo reale non si puo dire altrettanto.

Definizione 4.13 Siano I intervallo di R, zq € I, f € C(®)(I;R). Allora
f € analitica reale in un intorno Uy, di xo se e solo se

Ry oo(x) = 0 pern — +oo Vo € Uy,
dove Ry, 5, (x) € il resto della funzione nella formula di Taylor di ordine n.

Come esempio si puo prendere ’esponenziale reale e verificare che il suo
_ _e° n+1
resto secondo Lagrange R, ;,(x) = (e (con 0 < ¢ < x) tende a zero

svolgendo le dovute maggiorazioni.
E anche possibile verificare, per esercizio, che:

. 100 . 220+l
sin(z) :;(—1) B

con raggio di convergenza —+oo.
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0

Definizione 4.14 Siano f € H(A), 20 € A, f(z0) = 0, k € N~ {0}.
Diciamo che zy € uno zero di ordine k di f quando 3U,, intorno di zy tale
che Vz € Uy, st ha:

“+o00

f(2) =) ealz = 20)""* = (z — 20)"h(z)

n=0

con h(z) olomorfa e h(z) # 0, ossia se e solo se fP)(z9) = 0 per p =
0,....k—1.

Concludiamo con un’osservazione che sfrutta questa definizione.
Osservazione 4.15 Se f & olomorfa, allora & & olomorfa e i suoi punti

singolari (che sono gli zeri di f) sono tutti poli o, al piu, punti singolari
eliminabili.

42
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Capitolo 5

Spazi vettoriali

5.1 Norme

Definizione 5.1 Sia a = (ay,...,a,) € R™. Si chiama norma una cor-
rispondenza a — |a| da 'V a R tale che:

1) VaeR" |a|>0, a=0<a=0;
2) Va e R*", VA e R |Xa| = |)\|al;
3) Va,b,e R" |a+b| <|a|+|bl.

Siano a« € C", @ = («1,..., ) con o; € C per i = 1,...,n. Allora si
considerino le norme:

def - def
oy ) il ey =

=1

def .
|t oo = max{|ay|,i =1,...,n}

E facile verificare che tutte e tre queste norme verificano le condizioni espresse
nella definizione. In particolare per la norma 1 si puo verificare la disugua-
glianza triangolare come segue:

la+bl1 = ai+bi| < (Jai| + bi]) = |als + b
=1 =1

Si noti che:
n
|a;| = \/% < Zaz = max{|a|,i=1,...,n} <lals
k=1
ed inoltre:
n n n n
jal = |S a2 <3 a2 =3 il <3 faloe = - Jal
i=1 i=1 i=1 i=1

Dalle due precedenti osservazioni segue quindi che:

|aloo < alz < |afi < nlalo
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5.2 Spazi vettoriali normati

Definizione 5.2 Siano V wuno spazio vettoriale, {a,} successione in V,
a €V esial | la norma in V. Diciamo che a, tende ad a quando
|lan —al| — 0 per n — +oo.

Puo essere a questo punto interessante rappresentare sul piano le palle uni-
tarie definite secondo le varie norme. In altre parole, considerando un vettore
a € R? disegnare sul piano R? |a|y, |al2, |@|so, ecc. A tal proposito si guardi
B.MAT, esempio 1.2-9 pagina 11 e figura 1.2-5 pagina 13.

Definizione 5.3 Sia V spazio vettoriale su R o su C. Diciamo che V ha
dimensione oo quando ¥Yn € N~ {0}, esistono vi,...,v, € V linearmente
indipendentsi.

Alcuni esempi di spazi vettoriali di dimensione infinita possono essere:
o S={{an}: {an} & una successione in };
e Cy = {{an} successione in C : a,, — 0}.

Consideriamo ora la successione {e, } definita come segue:

{en} ={eo,e1,e9,...} =
= {(ao0o, ao1, a2, - - -), (@10, a11, a2, . . .), (a20, az1,aze, . ..), ...}

1 sek=n
Qnk =
0 sek#n

dove

percio si ha:
ey =1,0,0,0,0,0,...
e1 =0,1,0,0,0,0,...
e =10,0,1,0,0,0,...
e3=0,0,0,1,0,0,...

Anche in questo caso ¢ possibile dimostrare che i vettori sono linearmente
indipendenti e costituiscono quindi uno spazio di dimensione infinita.

0

Consideriamo ora {a,} successione in C tale per cui a,, — 0. Possiamo
definire:

+oo
def
{an} i € Ja)
n=0

def
{an}ll2 =

+o00
> o
n=0

def

{an}loo = sup{lan|: n € N}
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Definiamo inoltre:

61 def . =
= < {an}: Z la,,| converge

n=0

o def . = 2
e = < {an}: Z lan|® converge

n=0

Percio se {a,} € ¢! allora a,, — 0 per la condizione necessaria di conver-
genza. Inoltre, siccome |a,| < 1 definitivamente, anche |a,|?> < |a,| tende a
zero definitivamente. Segue che ¢! C ¢2. Infatti, prendiamo la successione

1. : 2 1 nriehg N0 1 +oo 1
{;}: essa appartiene a £* \. £* poiché ) n—Qconverge, ma ' - 1o.

Osserviamo un’altra relazione: se {a,} € ¢* allora |[{an}|1 > [[{an}||2-

Infatti:

Han}l2 =

+o0 p—1 +00
S fan? < 3 ViarP + 3 Jaul < an}l:
n=0 k=0 k=p

O

Un nuovo esempio di spazio vettoriale di dimensione infinita puo essere
I'insieme delle funzioni continue C([a,b]; C). Considerando f € C([a,b];C)
possiamo definire le seguenti norme:

def

b b
1 [Cirwnae 1A o 1l S maxir]

E facile verificare che tutte e tre verificano le proprieta della norma.

Un altro esempio di spazio vettoriale di dimensione infinita ¢ l'insieme
delle funzioni polinomiali 1,¢,t2,¢3,...,t",...; la loro lineare indipendenza
e di facile verifica.

5.3 Spazi vettoriali con prodotto scalare

L’operazione di prodotto scalare nell’insieme R™ & nota e qui la ricordiamo

soltanto: .
def
-y =D my
i=1

Non conosciamo, invece, un operazione analoga in campo complesso che
definiamo quindi come segue.

Definizione 5.4 Siano z,w € C" tali che z = (z1,...,2zp) ew = (w1, ..., wy).
Definiamo prodotto scalare il numero complesso:
n

def

Z-w 2iW;

=1
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Esso possiede tutte le proprieta del prodotto scalare canonico di R? ed in
pil e simmetrico.

Definizione 5.5 Sia V uno spazio vettoriale complesso. Una funzione a :
V xV — C si dice prodotto scalare se verifica le proprieta:

2) Ve, y €V oa(x,y) = a(y,z);
3) VAeC\Ve,ycV a(Ax,y) = Aa(z,y);
4) Ve eV a(z,z) e RTU{0}, a(z,z)=0sx=0.

Per dimostrare la 2) osserviamo che:

n n
w'yzzwiﬂizzfi@é:y'w
i=1 i=1

Dalla 1) invece segue che

a(x,y +z) = a(y + z,x) = a(y,z) + a(z,x) = a(x,y) + a(z, z)
Dalla 3) segue:

a(z, \y) = a(\y,x) = \a(y,z) = \a(x,y)
O

D’ora in avanti utilizzeremo la seguente notazione per indicare un prodotto
scalare sullo spazio vettoriale V:

(zly) < a(z,y)

Osservazione 5.6 Il prodotto scalare cosi definito verifica la disuguaglian-
za di Cauchy-Schwarz:

(xly) <] -yl

O

Osserviamo che alcune norme derivano da un prodotto scalare e altre no.
Ad esempio, in R™ le norme 1 e oo non derivano da prodotto scalare mentre
la norma 2 deriva da prodotto scalare anche in C2. In ¢? (come definito
precedentemente) la norma 2 deriva da prodotto scalare mentre in ¢! e />
le norme non dipendono da prodotti scalari.

Consideriamo ora il caso delle funzioni continue f,g € C([a,b];C). 1l
prodotto scalare ¢ dato da:

b
(fl9) = / F(H)g(E) dt

Dunque norma 1 e norma oo non derivano da prodotto scalare, mentre la
norma 2 si, infatti:

b
(f1f) = / PP = | f]2
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5.4 Ortogonalita

Definizione 5.7 Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare. Una
famiglia di vettori non nulli {e,} si dice ortogonale se i wvettori che la
compongono sono due a due ortogonali, ossia:

Vk,h e N,k #h  ({ex}{en}) =0
Di piu, si dice ortonormale se

sek=nh

({ex}{en}) = o = {(1) sek #h

Dove 5,@ ¢ chiamato simbolo di Kronecker ed ¢ definito come sopra indicato.

Puo ora risultare interessante verificare che nell'insieme C([—7, 7];C) la
famiglia di funzioni t — e*** con k € Z & non solo ortogonale ma anche
ortonormale.

Osservazione 5.8 Siano V' uno spazio vettoriale con prodotto scalare, V),
sottospazio di V' generato da eq,...,e, vettori ortonormali di V', y € V.
Allora y puo essere scritto come combinazione lineare dei precedenti:

p
Y= Z Cr€k
k=1

Di piu, per h=1,...,p

(ylen) = <Z Ck€k

k=1

M@

€h> cr(exlen) = cidn = cn
k=1
Quindi abbiamo:
p
y=> (ylex)e
k=1
Osservazione 5.9 Siano V' uno spazio vettoriale con prodotto scalare, V,

sottospazio di V' generato da wi,...,w, vettori ortogonali di V', y € V).
Allora y puo essere scritto come combinazione lineare dei precedenti:

P
y=> duwy
k=1
Di piu, per h=1,...,p;

(y|wp) = (Z drwy| w

Teorema 5.10 (di Pitagora) Siano V' uno spazio vettoriale con prodotto
scalare, x,y € V wvettori ortogonali. Allora:

p
) = dp(wi|wp) = dpbpn|wn|* = dp|wp,
k=1

lae + ylI* = fll* + 1y
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Dimostrazione:

lz+yl> = (z+yle+y) = (zlz+y)+ (ylo+y) =
= (z|z) + (z|y) + (ylz) + (yly) = |z]* + ||y

5.5 Confronto tra spazi vettoriali

Analizziamo dapprima tre tipicita degli spazi vettoriali di dimensione finita:

1) due norme sono equivalenti (per la definizione di “equivalenza” si veda
B.MAT, definizione 1.2-4 pagina 13);

2) se V e W sono spazi di dimensione finita e 7' & una trasformazione lineare
da V a W, allora T e continua;

3) se Z & un sottospazio di V, allora Z ¢ un sottospazio chiuso.

Ora studiamo, invece, quanto avviene negli spazi di dimensione infinita nelle
medesime situazioni:

1) due norme possono non essere equivalenti;
2) esistono trasformazioni lineari non continue;
3) esistono sottospazi non chiusi.

Un esempio per il punto 2) in dimensione infinita: si prendano gli spazi
V e CY([-m,7],C) e W € C([—m, 7], C) munito di || - ||es. Allora la trasfor-
mazione lineare D : V — W tale per cui se f € V, Df = f’ non ¢ neces-
sariamente continua. Si prenda, ad esempio, f,(t) = %sin nt per verificare
quanto detto.

Per fornire un esempio del punto 3) in dimensione infinita, con le stesse
ipotesi dell’esempio precedente, si prenda la funzione g, (t) = 4/t + # Si

puo verificare che essa converge sia puntualmente che uniformemente a |¢|
che, tuttavia, non & di classe C(!) e quindi non appartiene al sottospazio di

gn(t)-
O

Forniamo ora alcune definizioni che saranno necessarie fra poco.

Definizione 5.11 Siano (V.|| -||) uno spazio vettoriale normato, {a,} suc-
cessione in V. Diciamo che {a,} é una successione di Cauchy quando si

ha:
VeeRT Jp.eN:¥YmneN m>p,n>p. = |a,—an|<c

Definizione 5.12 Sia (V.|| - ||) wno spazio vettoriale normato. Diciamo
che V & completo quando ogni successione di Cauchy in V converge a un
elemento di V.
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Osservazione 5.13 In R sussiste I'importante proprieta di completezza che
invece non ha valore in Q. Essa si puo riassumere nei seguenti punti equi-
valenti:

i) se B # @, B C R e B ¢ superiormente limitato, allora esiste l’estremo
superiore di B;

ii) se {ay} € una successione crescente in R e {a, } ¢ superiormente limitata,
allora essa ha limite reale;

iii) tutte le successioni di Cauchy sono convergenti.

Definizione 5.14 Uno spazio vettoriale normato completo si dice spazio
di Banach. Uno spazio vettoriale con prodotto scalare completo si chiama
spazio di Hilbert.

Teorema 5.15 Siano V uno spazio di Banach, W un sottospazio di V.
Allora W ¢é sottospazio vettoriale di Banach se e solo se W ¢ un sottospazio
chiuso.

g

Abbiamo ora tutti gli strumenti per dimostrare un teorema incontrato nel
corso di Analisi matematica L-B.

Teorema 5.16 Sia Y. % a, una serie in R (o0 in C). Allora se tale serie
e assolutamente convergente, é anche convergente.

Per la dimostrazione e quindi sufficiente mostrare che tale serie € una serie

di Cauchy. Quindi, per n > m si ha:
> @

n m
D= an
k=0 h=0 k=m+1
n m m
= D el lal =) lail =
k=0 k=0

k=m+1

n n

< D ] =

k=m+1

n m
D larl = > _lax]
k=0 k=0

<e

per n e m sufficientemente grandi.

5.6 Proiezioni ortogonali

Consideriamo uno spazio euclideo di 3 dimensioni, R3. Sappiamo dalle ge-
ometria elementare che la distanza fra un punto w appartenente ad un
piano W e un punto x non appartenente al piano e minima se il punto
w ¢ la proiezione ortogonale di  su W. Inoltre, la distanza del punto w
dall’origine & minore o uguale della distanza del punto « dall’origine.

Nel seguito, per comodita di esposizione, utilizzeremo sempre le seguenti
notazioni. Siano V uno spazio vettoriale con prodotto scalare, eq,..., e,
vettori ortonormali di V', V,, il sottospazio generato dai vettori ey, ..., ey,
|| - || la norma in V' definita dal prodotto scalare.
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Capitolo 5. Spazi vettoriali ANALIST MATEMATICA L-C

Teorema 5.17 (della proiezione ortogonale) Sia x € V. Allora esiste
un unico vettore y,, € V,, tale che:

I) ||z = y,ll = min{[le -y -y € Va};
)y, =, (x|ley)ex;
1) |y, |* = i [(@le)” < ll*;
IV) x —y,, ¢ ortogonale a V.

Dimostrazione dei punti I) e II). Sia y € V,,, allora y = >, drey. Possi-
amo dunque scrivere:

|z — sz = (w — deek x — deek> =
k=1 k=1
= (m m—deek> —de (ek :B—deek> =
k=1 k=1 k=1

= l2|> = dr(zler) = > dilexw) + > didn(exlen)
k=1 k=1

hk=1

Notiamo che (ey|ep,) & 0px. Possiamo poi aggiungere e togliere 27 |(z|ex)|?

e ottenere:
n
2
lz =yl = [l=]* = |(@lex)” +
k=1
n n B n n
(35 ot - 3t - Y-t + 3 ) -
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
2 2
=2l = l(xlen)” + > [(xler) — dil
k=1 k=1
Segue che || — y|| ¢ minima se e solo se dy = (x|eg) con k =1,...,n. Cid

prova i punti I) e II).
Il punto IIT) si dimostra utilizzando il teorema di Pitagora. Ponendo

Y, = 2 p_q(xz|ey)ex, si ha:

n
lz =y, l? = [l = > [(2ler)]” = 0

k=1
lyll* = < Z(ﬂ%)) =

k=1

NE

(zler)

>
Il

1

(zler)(x|en)(erlen) =
1

50

[(zlex)|* < [l

i

1
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n

(z—ynlen) = (J? - Z($|€k)€k

Per il punto IV) ¢ sufficiente provare il prodotto scalare di  — y,, con e &
nullo per h=1,...,n
€h> B
k=1
n

= (z|en) — ) _(xlex)(exlen) =

=1
= (z|en) — (zlen) =0

e questo conclude la dimostrazione.

Osservazione 5.18 Il teorema puo essere esteso nel caso in cui vi siano
wi, ..., w, vettori ortogonale (e non ortonormali). In questo caso, riman-
gono validi gli stessi risultati ma con le seguenti modifiche:

D v, = S [
2) 2k=1 TJ:IICP < [l=|.

Teorema 5.19 (Disuguaglianza di Bessel) Siano V uno spazio vettori-
ale con prodotto scalare di dimensione infinita, {e,} una successione in V
di vettori due a due ortonormali, x € V. Siccome

VneN 3y, € Vi:lyall =) I(@ler)]” < ||

allora la serie Y20 |(x|e)|? converge e

“+o00
> l(@len) < [l
n=0

5.7 Sistemi di vettori ortogonali

Definizione 5.20 Siano V uno spazio vettoriale con prodotto scalare, {e}
una successione di vettori ortogonali in 'V, z € V. Si dice la la successione
{en} ¢ totale in V' quando:

(zlep) =0 YneN = z=0

Teorema 5.21 Siano V' uno spazio vettoriale con prodotto scalare, {e,}
una successione di vettori ortonormali in V., x € V, ¢, = (x|ey) per n € N.
Allora sono equivalenti:

i) YT chen = (cioé || Y% chen — x| — 0);
i) 3onZoleal® = Il
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Di pi, se i punti i) e ii) valgono VY € V', allora la successione {e,} é totale.
Viceversa, se V' & uno spazio di Hilbert e la successione {e,} ¢é totale,
allora valgono anche i) e i) V& € V.

In questo caso, la serie Z;ﬁ% cnéen € la serie di Fourier di @ rispetto al sistema
ortonormale totale {e, } e i coefficienti ¢, sono i coefficienti di Fourier, come
verra descritto nel prossimo capitolo.

0

Enunciamo ora un teorema che in parte riprende quando gia affermato e che
sara utile nel seguito.

Teorema 5.22 (di Riesz-Fischer) Siano V' uno spazio di Hilbert, {e,}
una successione di vettori ortonormali in V', {c,} una successione in (> (£
¢ stato definito nel paragrafo 5.2). Allora esiste @ € V tale che:

I) Z:{i% Cn€n = T;
II) (x|en) = cpn;
1) "% |enl? = ||2||2  (conosciuta come identita di Parseval).

Per dimostrare il punto I) occorre mostrare che s, = >_;_, cxey ¢ di Cauchy.
Pertanto, per p € N — {0}, si ha:

n—+p n 2 n—+p 2
[Sntp — Snl* = Z crer — chek = Z crei|| <
k=0 k=0 k=n+1
n-+p n-+p n
< D el =D lalP =) lalP<e Vn>n
k=n+1 k=0 k=0

Per dimostrare il punto II) procediamo come segue considerando una nuova
somma parziale s,, che sappiamo tendere a @:
en) = Cn

Per il punto III): s,, & la proiezione ortogonale di x sul sottospazio vettoriale
generato da ey, ..., e, e (s,|x — s,) = 0. Percio:

(zlen) = (sm+(x—sm)len) = (smlen)+(x—smlen) = <chek
k=0

ll? = Iz = s0) + sul® = [[(x — sn) > + [|snl|?
n
(@ — s)l* = ll2l® — [lsal® = l2]* = Y lex* = 0 per n — +oo
k=0
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Capitolo 6

Serie di Fourier

6.1 Coefficienti di Fourier

Consideriamo la famiglia di funzioni esponenziali t — e, con k € Z, che
sappiamo essere 27-periodiche, e studiamo la seguente serie:

—+00

x(t) = Z cpe™

n=—0oo

Per k € Z abbiamo:

.’E . 71kt § : Cne zn k)t

n=—00
($|eikt) = /7r w(t)e_ikt dt = /7r Z ekt
- - n
-7 n=—00

Possiamo scambiare integrale con sommatoria e ottenere:

+0o0o
x|eZkt Z cn/ =kt qp = Z Cn2mop = 27Cy,
n=—oo n=—oo

Dove abbiamo fatto uso del simbolo di Kronecker gia definito nel paragrafo
5.4.
Definiamo quindi coefficiente di Fourier il numero:

1 (™ ,
Ck def by x(t)e *t dt

—T

O

Finora abbiamo trattato funzioni 27-periodiche, ma possiamo facilmente es-
tendere le considerazioni svolte per funzioni T-periodiche, infatti la famiglia
di funzioni t — e 2T"t, con n € Z, sono ora T-periodiche. Ripetendo il
calcolo precedente si ottiene:

T - 27 =
/ x(t)e_ZTkt dt = Z cnTonk = Ty,
0

n=—oo
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Per le funzioni T-periodiche il coefficiente di Fourier vale quindi:

2 1 [T 2
$|€Z%kt) = T/ x(t)e_l%kt dt
0

Teorema 6.1 Siano a € R, = funzione T-periodica e continua a tratti.

Allora:
a+T T
/ x(t)dt = / x(t) dt
a 0

Possiamo dimostrare questo teorema di due passaggi:

1) se a = kT, k € N, si ha (con il cambio di variabile s =t — kT):

(k+1)T T
/ x(t) dt:/ x(s+ kT)ds
k 0

T

2) se invece a € R, possiamo dividere 'integrale come segue:

/a a+Tx(t)dt: / et o(t)dt + /( M o(t)dt =

k+1)T

(k+l)T a
/ dt—l—/ z(s+T)ds =
kT

(k—'rl)T a
s)ds + / z(s)ds =
k

T
(k+1)T
Lo

e ricondurci al punto 1).

0

Sappiamo che I’esponenziale complesso e‘“* puo essere scritto nella forma
cos(at) + isin(at). Dunque, per simmetria del coseno, abbiamo e~ =
cos(at) — isin(at). Questo tornera utile fra poco.

Studiamo la seguente espressione (con n € Z ~\ {0}):

2n 2m 2 2
e e F M e eTIF (cn + c—p) cos (;m) + (en — c—p) sin (;mﬁ)

Se definiamo:
an = Cp + C_p, by, = i(cp, — c—p)

si ottiene:

om o 2 2
cnez%”t + c_ne_l%”t = a, Ccos (;rnt) + b, sin (;m)

Per n = 0 si ha:
9 [T
:2 = —
0 T/o

54
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ANALISI MATEMATICA L-C Capitolo 6. Serie di Fourier

mentre per n € Z ~\ {0}:

2 [T 2 2 (T 2
an = T/o x(t) cos <;nt> dt by, = /0 x(t) sin (;m) dt

Troviamo, infine, le relazioni:

N

g

Possiamo provare ad applicare le formule precedenti anche a funzioni reali di
una variabile reale. Supposto quindi z : R — R, per n € Z ~ {0} otteniamo:

1 (7 om 1 (T
Cop = T/o z(t)e' T dt = T/o z(t)e' T dt =

- /T(t) ~ign g = 1 /T (e " Frdt =c
= _ x(t)e == x(t)e =c
T Jo T Jo "
Segue che, per z funzione reale e n € Z ~ {0}, si ha:

an =¢p +¢, =2Rec, € R

bp =i(cp —Cp) =i-2ilme, = —2Ime, € R

6.2 Espressioni della serie di Fourier

Riassumiamo in due espressioni importantissime 1'utilita dei coefficienti ogget-
to del paragrafo precedente.
Definizione 6.2 Chiamiamo serie di Fourier in forma complessa la serie

“+o00
;2T
cne’ T nt
n=-—oo

Chiamiamo serie di Fourier in forma reale la serie
+00
a 2 . 2w
5 + Z ap, COS <Tnt> + b, sin (Tnt>
n=1
Il nesso, che puo apparire non chiaro a prima vista, tra la prima e la se-

conda formulazione della serie di Fourier ¢ dato dall’espressione calcolata
precedentemente che qui riportiamo:

o om 2 2
cne’%”t + c,ne_z%”t = a,, COS (;m) + by, sin <;nt)

Osservazione 6.3 Sia una funzione x : R — C T-periodica e continua a
tratti. Allora:
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Capitolo 6. Serie di Fourier ANALIST MATEMATICA L-C

1) se x ¢ pari, allora b, =0 Vn € Z ~ {0};
2) se x ¢ dispari, allora a,, =0 Vn € Z;

Si puo facilmente verificare quanto detto osservando che gli integrali che
definiscono i coefficienti a,, e b, si annullano sotto le rispettive ipotesi.

0

Posta x : R — C funzione T-periodica e continua a tratti, sappiamo che:

n

- e 2
sp(t) = Z cke’th ck = T/ :c(t)e_z%kt dt
0

k=—n

Possiamo quindi riscrivere la somma parziale come segue:

sp(t) = /T ( Z oI ku, zszkt) du

k=—n

Ci interessa ora, semplificare I’espressione fra parentesi, al fine di riuscire a
scrivere la somma parziale in forma piu semplice. Con il cambio di variabile
k +n = h si ottiene:

i ei%rk(t— —z—nt u) Z 6 Z(k+n)(t—u) _ —zTn(t u)z i - h(t—u)

k=—n k=—n

dove I'ultimo termine & una serie geometrica in h di ragione exp(i25 (¢t —u))

e sappiamo quindi calcolarne la somma. Se %“ € Z, l'intera espressione

vale: .
Z ei%rk(t—u) _ (2TL + 1)e—i2%n(t—u)
k=—n

Mentre per tutti gli altri casi abbiamo:

Kt —z—n(t u)l _ 622—"(2n+1)(t w)
Z i =e e

k=—n

Raccogliendo exp(% 2% (t — u)) sia al numeratore che al denominatore e sem-
plificando si ottiene:

Z S o1 (n+3)(t—u) _ i3 (n+3)(t—u)
e’ .
= 6_%2%@_”) o 6%27”(t—u)

Ora possiamo applicare le formule di Eulero per sostituire gli esponenziali
con seni. Il risultato ottenuto viene chiamano nucleo di Dirichlet ed ha la
seguente espressione:

1 sin(2Z
D, (1 LT

(n+ 1))
T sm(%”%)
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dove al posto di t—u abbiamo scritto solamente ¢t. Possiamo quindi riscrivere
la somma parziale come segue:

n om T
sp(t) = Z cpet Tk :/ x(u)Dy(t — u) du

k=—n 0

O

E necessario soffermarsi ancora un momento sul nucleo di Dirichlet per stu-
diarne le proprieta. Non siamo certi, ad esempio, del comportamento di
D,, quando t = hT, con h € Z. Possiamo tuttavia scrivere il rapporto fra
derivata del numeratore e derivata del denominatore (infatti quest’ultima
non e nulla) a calcolare tale rapporto in ¢ = AT, con h € 7Z per verificare
che la funzione D,, : R — C e continua. Possiamo anche verificare che essa
e T-periodica.

6.3 Convergenza puntuale della serie di Fourier

Iniziamo con Posservare che per una funzione 2 € CM) e con k # 0, abbiamo:

e 2 T 2 T?
’Ck‘ — ’/ Z‘(t)elQTktdt’ < sup |SC‘ + 7Sup|$

i

— 0 perk— 400
T =9 k& ok P

(la maggiorazione si puo svolgere dopo aver applicato una volta 'integrazione
per parti). Si noti che il risultato non & casuale. Vale infatti il seguente
teorema di carattere molto piu generale.

Teorema 6.4 (Lemma di Riemann-Lebesgue) Sia una funzione x : [a,b] —

C continua a tratti. Allora:

b
/ z(t)eMdt — 0 per |\ — +o0

a

O

Da quanto appreso sinora, riconosciamo la forte relazione che sussiste tra
il coefficiente ¢, e la funzione xz(t) che lo definisce. Per evidenziare questa
dipendenza identificheremo ¢ con ’espressione z. Osserviamo fin da subito
che:

1

T (x(t)ei%rt

om 1 (7T on ~on
) = 7 / w(t)e  FED0AL = 3k — 1) = 2 F (k)
0

Questo sara utile a breve.

Teorema 6.5 Sia f: R — C una funzione 2m-periodica e continua. Allora
se esistono complessi i limiti

i T =@ o g FO =)

t—ct t—c t—c— t—c

eC

allora le somme parziali di Fourier di f (anche non simmetriche) convergono

a f(c).
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Dimostriamo questo teorema per il punto ¢ = 0, ma il ragionamento puo
essere esteso a tutti gli altri casi. Definiamo quindi g(t) come segue:

f(t) = f(0)

et —1

g(t) =

Possiamo calcolare i limiti per ¢ — 0 da destra e da sinistra derivando
numeratore e denominatore e calcolarne il rapporto rispettivamente in 07 e

0~
10+ 10—
f(i ) pert — 0%, gwf(i )

g~ pert — 0~

g ¢ dunque continua a tratti. Ricaviamo quindi

(&) = g(t)e" — g(t) + f(0)

~

f(k) = 0k f(0) + g(k = 1) — g(k)

Otteniamo Jx f(0) in quanto la serie di Fourier di una costante coincide con
la funzione stessa e quindi tutti i suoi coefficienti di Fourier sono nulli tranne
quello per k = 0. Possiamo quindi calcolare

n n

ST f)=F0)+ > (9k—1) - g(k) =
k=—m k=—m
= f(0) + g(-m — 1) — g(=m) + g(-m) + ... — §(n) =
= f(0) + g(—m — 1) — g(n) ————— f(0) per m,n — +oo

puntualmente

I termini della somma, infatti, vengono ad elidersi tranne il primo e 'ultimo
che tendono a zero per il lemma di Riemann-Lebesgue.

Teorema 6.6 Siano z : R — C una funzione 2w-periodica e CV) a tratti,
to € R. Allora:

I) se x ¢ continua in to:

i) i

lim lim E e’ TR = 2(tg)
m—-+00 n—-+00
=—m

n
ag . 2m . (2w B
5 + ngr—lr—loo ; ay, cos (Tkt) + by sin (Tkt) = z(to)
II) se x ¢ discontinua in ty:
i)

n
2 1
lim Z cpet TR = 3 (z(tg) +z(ty))
k=—n

n—-4oo
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i)
7+ lim Zakcos <2;rk:t>+bksin< kt) %( (t5) +z(ty))

n—-+o0o

Ci limitiamo a dimostrare il punto II), poiché se ¢y non fosse punto di dis-
continuita, il risultato del punto IT) di tradurrebbe nel risultato del punto I)
in quanto (x(tg ) = z(ty ). Sia dunque, per semplicita, tg = 0 e la funzione
w(t) cosi definita per t € (—m,7:

w(t):{%(f(t)—i-f(—t)) set#0
5 (FON)+£(07)) set=0

w quindi & pari e percio

li t) =l t) =w(0
A w0 =l wld) = w0

ed allora e continua anche in 0. Studiamone la derivabilita in 0 quando
t>0:

w(t) —w(0) 1f()+ f(=t) - f(0+) f(07)

t T2
1 f(—t)f(o_)
) ( —t ) -
; (f'( '(07)) pert— 0"

Inoltre riconosciamo che il rapporto incrementale ¢ dispari e quindi esiste
anche 0
w(t) —w
L wlt) — w(0)
t—0~ t t—0+ t
Questo implica che w & C) a tratti e quindi soddisfa le ipotesi del teore-
ma 6.5. Possiamo quindi affermare che le sue somme parziali convergono
a w(0) = 3 (f(0F) + f(07)). Possiamo ora esprimere la n-esima somma
parziale simmetrica di f mediante il nucleo di Dirichlet che sappiamo essere
una funzione pari. Pertanto:

™

s
1
a0 = [ F@Datydu= [ 570+ F(-0) Dty

—T —T
come si riconosce subito scrivendo il primo integrale come somma di due
integrali e effettuando il cambio di variabile ¢ = —u nel secondo. Questo
prova che s,(0) ¢ anche la somma parziale simmetrica n-esima di Fourier
della funzione w. Segue, sempre dal teorema 6.5 che essa tende a w(0) =

L(FOF) + £(07)).
]

La convergenza puntuale della serie di Fourier, dimostrata in questi teore-
mi, puo essere rappresentata anche con un secondo criterio di convergenza
puntuale illustrato dal seguente teorema.
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Teorema 6.7 1) Sex : R — R ¢ una funzione T-periodica e assolutamente
integrabile in senso generalizzato su [0,T)] ed esistono:

Fty,...,t, €0, 7,61 =0<t2 < ... <tP:T:f‘tk,1tk e monotona

allora si ha:

1)
Vtp € [0,7] 3 lim z(t) e R, I lim z(t) € R
t—td t—ty

1)

n

. i 27 ket 1 + —

nEIJPookE cre' T — B (z(td) + =(ty))
=—n

2) Sex : R — C é una funzione T-periodica e Rex e Imx wverificano le
ipotesi del punto 1), allora valgono le conclusioni del punto 1).

6.4 Convergenza uniforme della serie di Fourier

Sia f la solita funzione T-periodica ed in pitl, continua e C™V) a tratti. Al-
lora possiamo cercare i coefficienti ¢,, di Fourier della funzione derivata che
chiameremo ¢, .

/ 1 T ! —i2Tnt
=T ; ffe T dt =
1

or AT 2 T 2 2
=7 [f(t)e*’%"t}o + Z;Tn/o f(t)e*’%"t dt = i%ncn

poiché il termine fra parentesi quadre, ottenuto integrando per parti, & nullo.
Segue:

T 1 )
Cp = —i cd =ol=) pern— 4+
" 2T ™" n)?

Se f & anche C? a tratti, si puo iterare il procedimento con ¢ e ottenere

1
cn:0<2> per n — 400
n

Possiamo quindi evidenziare che piu la funzione e regolare, piu coeflicienti
tendono a zero rapidamente.

O

Teorema 6.8 Sia f : R — C continua e CV) a tratti. Allora la sua serie di
Fourier converge uniformemente su R.

Consideriamo ancora il coefficiente n-esimo ¢,. KEsso pudo sempre essere
maggiorato come segue:

c c (1
ol < gl < 5 (5 +1P)
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dove ¢ € una generica costante. Ora, per la disuguaglianza di Bessel (teorema
5.19) si ha:
+oo

Y leal? < N1IZ:

n=-—00
Quindi:
+00 c 400 1 +00
> les( 5 e X ) en
n=-—00 n=—00 n=—00

dunque > _|c,| converge. Inoltre

“+oo
= 2 el

n=—0oo

+o00
j2m
3 E sup |cpe' T ™
teR

n=—0oo

Ora si puo applicare il criterio di Weierstrass per affermare che la serie di
Fourier converge uniformemente.

Teorema 6.9 Sia f : R — C T-periodica e C? a tratti. Allora la serie

=2 2w 2
Z (iTnt> cpet T

n=—0oo

converge ¥Vt € R come segue:

f'(t) se f & derivabile in t
%(f’(ﬂ) + f'(t=)) se f non é derivabile in t

In generale, vale il seguente teorema che consente di ottenere informazioni
riguardo la regolarita della funzione, partendo dai suoi coefficienti di Fourier.

Teorema 6.10 Siano, f : R — C una funzione T-periodica e sommabile su
(0,T), k € N. Allora se esiste a > 1 tale che:

C

con ¢ costante generica, allora f & una funzione di classe C%).
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Capitolo 7

Trasformata di Fourier

7.1 Definizione di trasformata di Fourier

Abbiamo gia incontrato, nel capitolo 3 un tipo di trasformazione integrale: la
trasformata di Laplace. Qui ne introduciamo una nuova, strettamente legata
alla serie di Fourier discussa nel precedente capitolo, che viene chiamata
trasformata di Fourier.

Definizione 7.1 Sia x : R — C una funzione sommabile su R, ossia f €
LY(R). Chiamiamo trasformata di Fourier di x la funzione & : R — C, cosi
definita:

+00 .
z(w) & / e () dt

In alcuni casi e possibile trovare definita la trasformata della funzione x nella
seguente forma equivalente alla precedente:

X(f) ¥ / T amis to(t) dt

—0o0

La relazione tra le variabili w e f e la seguente:
w=2nf

e il loro significato fisico e, rispettivamente, la pulsazione e la frequenza del
segnale. La relazione fra X e Z e invece la seguente:

X(f)=a@rf) aw) =X (5)

7.2 Proprieta della trasformata di Fourier

Teorema 7.2 Sia x una funzione sommabile su R. Allora la sua trasfor-
mata di Fourier, gode delle sequenti proprieta:

1) ¢é una funzione continua, ossia &, X € C;
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2) si ha:

F(w) — 0 per|w| — +o0
X(f) =0 per|f| = +o0

La proprieta 1) puo essere dimostrata facilmente poiché la funzione w —
e~ ™!z(t) & continua per tutti i ¢ reali ed inoltre |e~ ™z (t)| = |z(t)| € L*(R).
Per la proprieta 2) possiamo affermare che:

-M 400
IM € R : / \:U(t)]dt—i—/ |z(t)|dt < e
—0o0 M
ed in piu
'/ e (1) dt‘ < ’/ e " (t) dt‘ + ‘/ e “a(t) dt‘ +
—00 —00 M

M .
+ ‘/ e “ha(t) dt‘ <
-M
M .
<e+ '/ e (1) dt‘ — 0 per |w| — 400
—-M

dove I'ultimo integrale converge per il lemma di Riemann-Lebesgue (teorema
6.4).

Riconsiderando la trasformata di Fourier come trasformazione integrale,
teniamo ad evidenziare che essa ha per dominio lo spazio delle le funzioni
sommabili e per codominio quello delle funzioni continue.

F:L'(R;C) — C(R;C)

A questo punto suggeriamo la lettura di alcuni esempi significativi presenti
sul B.MAT: esempi 6.1-1, 6.1-2, 6.1-3 pagine 237-239. Il loro svolgimento
non presenta particolari difficolta oltre al calcolo di integrali; talvolta puo
risultare utile risolvere gli integrali con il metodo dei residui (esempio 6.1-3).

Per le trasformate di Laplace, avevamo considerato alcuni casi particolari
di applicazione: i cambiamenti di scala, le traslazioni, gli smorzamenti, ecc.
Facciamo altrettanto per la trasformata di Fourier. Le dimostrazioni si
ricavano tutta a partire dell’integrale di Fourier e pertanto, spesso, non
verranno riportate per intero.

Teorema 7.3 La trasformazione di Fourier é lineare.

Questo discende dalla definizione.

Teorema 7.4 Siano x una funzione sommabile, to € R~ {0}, v(t) = =(t —
to). Allora:

o(t) = e @z (w)

V(f) = e 2M0X(f)
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E sufficiente calcolare I'integrale di Fourier per z(t—tg) e applicare il cambio
di variabile t — ty = wu.

Teorema 7.5 Siano x una funzione sommabile, wy € R~ {0}, w(t) =
ety (t). Allora:

W(w) = Z(w — wp)
W(f) =W(f - fo)

Il calcolo dell’integrale ¢ banale.

Teorema 7.6 Siano x una funzione sommabile, c € R\ {0}, y(t) = z(ct).

Allora:
i@ = 2 (%)
Y= x (1)

Calcolando l'integrale con il cambio di variabile ¢t = u si ottiene:

+oo too 1 +o0
J(w) = / e "“r(ct)dt = sgn(c) / e “ex(u)du = c]/

—oo c —o0

g

Analizziamo ora alcuni casi non incontrati nello studio della trasformata di
Laplace, ma che possono presentare delle analogia con la serie di Fourier.

Teorema 7.7 Siano x una funzione sommabile, z(t) = x(t). Allora:

Z(w) = 2(—w)
Z(f) = X(=f)

Si ottiene coniugando due volte 'integrale di Fourier.

Teorema 7.8 Sia x una funzione sommabile, reale e pari. Allora T ¢é reale
e pari. Se, y e, invece, una funzione sommabile, reale e dispari, allora § é
puramente immaginaria e dispari.

Per = procediamo come segue:

i(w) = / o e ™ly(t)dt =

_O ) +o00 )

_ / eyt dt + / el (t) dt =
—00 0
400 ) (U

:/ ey (t) dt—/ e“x(s)ds =
0 +o00

T ety e T = Jroocosu; T
:/O (e™' + e (t)dt—2/0 (wt)x(t) dt
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dove ¢ stato operato il cambio di variabile —t = s. Per y il procedimento ¢
simile e si ottiene:

+o0 . . +o0
J(w) = / e Wt _ eWlp(t)dt = —2i/ sin(wt)x(t) dt
0 0

O

I teoremi che seguono riguardano rispettivamente la trasformata di Fourier
della derivata di una funzione e la derivata della trasformata di Fourier.

Teorema 7.9 Sia x una funzione sommabile su R, continua, CV) a tratti e
tale che la sua derivata sia ancora sommabile su R. Allora:

~

' (w) = iwz(w)

F[2'] (f) = 2mif X (f)

Questo si dimostra integrando per parti i due integrali che seguono:

Z(w)= lim < / ’ e~ (1) dt + /0 Me—iwtx/(t)dt> -

M—-+o00 M

+0c0 )

= iw/ e Whr(t) dt = iwi(w)
—0o0

Naturalmente si puo estendere la proprieta alle derivate n-esime. Risulta

infatti per n € N~ {0,1}, z € Y, & ¢ a tratti, *) € L'(R;C) per

k=1,...,n:

—_—

2" (w) = (iw)"(w)

P [xm)] (f) = (2rif)"X(f)

Osservazione 7.10 Come corollario del teorema precedente, si noti che se
w # 0, si ha:

x(n) 9

——— =0 (w er |(w| — 400

(iw)™ ( ) per |w)|

T(w) =

Teorema 7.11 Sia * € LY(R;C). Allora se la funzione t — tx(t) €
LY(R;C) si ha che &, X € CD(R;C) e

#(w) = —ita(t) ()
X'(f) = F[-2mita(t)] ()

L’ipotesi che t — tx(y) € L'(R;C) ¢ indispensabile. Infatti, posta #(w) =
fj;o e~y (t)dt, si deve verificare che:
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dove |tz(t)| deve essere sommabile. E possibile trovare una dimostrazione
rigorosa di questo teorema nella proposizione 6.2-5 alle pagine 248-249 del
B.MAT.

Osservazione 7.12 Se la funzione t"z(t) ¢ sommabile su R per ogni natu-
rale n, allora

—

20 (w) = (=it (t)(w)

e 7 & di classe C(),
O

Per verificare quanto affermato sinora riguardo ai teoremi di trasformata
della derivata e derivata della trasformata si puo prendere la funzione gaus-
siana g,(t) = e~ definita per a € RT. Essa rispetta le ipotesi del teorema
7.11 perché ¢, (t) = —2ate=" & ancora sommabile su R. Dunque si pud
calcolare che:

—_— w

9a(w) = =itga(t)(w) = —5-Ga(w)

equazione differenziale che da per soluzione:

com’e possibile verificare calcolando esplicitamente I'integrale di Fourier per

w = 0. Notiamo che se a = % il risultato € ancora la gaussiana di partenza

a meno di un fattore costante.
O

Ricordiamo che la trasformata di Laplace della convoluzione di due fun-
zioni gode di un’ottima proprieta: e il prodotto delle trasformate delle due
funzioni. Cio vale anche per la trasformata di Fourier.

Teorema 7.13 Siano z,y € L*(R;C). Allora:

p——

TxYy=2-9

7.3 Inversione della trasformata di Fourier

Anche nel caso della trasformata di Laplace avevamo identificato alcuni
metodi che ci consentivano di effettuare 'operazione opposta: dalla fun-
zione trasformata ottenere la funzione di partenza. Anche la trasformata di
Fourier ha una sua antitrasformata che ora introduciamo.
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Riprendiamo I'esempio 6.1-3 del B.MAT a pagina 238. Esso fa riferimen-
to all’esempio precedente nel quale si era calcolata la trasformata di Fourier
della funzione z(t) = ell. Si ottiene:

2

T(w) = o2

Questa nuova funzione € ancora sommabile e possiamo calcolarne nuova-
mente la trasformata risolvendo l'integrale con il metodo dei residui. Otte-
niamo:

Z(y) = / e Y3 (w) dw = 2me Y = 272(y) = 2mz(—y)

—00

La somiglianza con la funzione di partenza ¢ notevole e possiamo ipotizzare
una che trasformare la funzione trasformata serva a ricondurci alla funzione
di partenza. Un secondo esempio aiutera a convincersi di cio.

Prendiamo la funzione z(t) = te~!!l. Allora abbiamo:

+o0

(w) = / te et qt =

—00

0 +o00
:/ tel-iw)t dt+/ te—(H gy

—00 0
4iw
(14 w?)?

ottenuto integrando per parti i due integrali. Dunque la funzione trasfor-
mata e ancora trasformabile, percio:

&)

(y) = /+00 —Le_wy dw = —27yel! = 27z(—y)
oo (I+w?)?
calcolato ancora con i residui.
I risultati di questi esempi risultano abbastanza convincenti per formal-
izzare quanto ipotizzato poc’anzi nel seguente teorema.

Teorema 7.14 (Formula di inversione) Sia x una funzione sommabi-
le e continua da R a C tale che la sua trasformata di Fourier sia ancora
sommabile da R o C. Allora:

F [Flz]] (t) = 2wx(—t)

F [ Flz]l () = F[X](=2ms)

Osservazione 7.15 Alla luce di quanto affermato nel teorema 7.9, se x €
C(R;C), z & CW a tratti e z,2/, 2" € L' (R;C), allora:

i € L'(R;C)

che & condizione sufficiente per applicare la formula di inversione.
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Ritorniamo sulla formula d’inversione. Vale il seguente teorema.

Teorema 7.16 (di inversione) Sia x : R — C tale che x € L'(R;C) e sia
CW g tratti. Allora, se

2(t) = % (2(t)) + 2(t_)) VR
st ha:
+oo
z(t) = % V.p./_ e“'i(w)dw =

1 R Foo
— lim et (/ e Y (y) dy> dw

o 2T R—+oo R —00

L’espressione “v.p.” sta ad indicare l'integrale nel senso del “valore princi-

pale” ed e definito come sopra indicato.

Definizione 7.17 Definiamo lo spazio S come seque:

def

S(R) & {x € CCIR;C) : Vh, ke N 3Ch, € R : sup ‘tthx(t)‘ < ch,k}

Si tratta di spazio vettoriale contenuto nell’intersezione L' N L2.

Osservazione 7.18 Se |th:v(t)‘ < C}, vale Vh, allora vale anche:

C

‘th+2x(t)‘ <C = ‘thx(t)‘ <— = tha@)el' = zec™
t2

Osservazione 7.19 Dal teorema 7.9 e dall’osservazione 7.12 si ricava an-

che:

‘kahi(w)‘ - ‘(iw)thzﬁ(w)‘ —F [Dk(—iw)hx(t) (w)
dove la funzione ¢ limitata.

Possiamo ricapitolare il comportamento della trasformata di Fourier per
funzione appartenenti allo spazio S come segue:

F:S(R) = S(R)

reSR) = at)=F BTK—?)]

. . . . N . . _at?
Un esempio di funzione di S puo essere la funzione gaussiana t — e~ per

a € RT, oppure la pilt generica funzione ¢ — tfe=%" per a € R* e k € N.
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7.4 Trasformata di Fourier per funzioni di L?

Teorema 7.20 Siano z1,x2 € S(R). Allora

1.
($1|$2):%($1\1‘2)a (71| 2) = (X1] X2)
Di piu:
1.
||$H%=%||$H% Vr € S(R)

Per la dimostrazione osserviamo, innanzitutto, che per le funzioni di S vale
il teorema 7.16 di inversione poiché esse appartengono anche a L?. Dunque:

/ - 1 (t)zo(t) dt L (/ N ) dw) e

— o 21 J_ —00

Considerando che '
e (@)@ (0] = [ (w)wa(t)

possiamo applicare il teorema 1.19 di Tonelli alla seguente espressione ed

ottenere: oo oo
/ ( / a:~1<w>:cz<t>rdw) at = lé1 ]} - sl

Quindi si puo scambiare ’ordine di integrazione ed avere:

[ omma= g [ ([ emmar) o) as -

1 +oo +o00 )

=5 / e~ Wiyy(t)dt | #1(w)dw =
T J—0o —0o0
1 [t

=5 1 (w)Za(w) dw

Definizione 7.21 Sia f: R™ — C. Chiamiamo supporto di f linsieme:

supp f & {z : R" : f(x) £ 0}

Si noti che il supporto & chiuso in quanto si tratta di una chiusura.
E possibile verificare che la funzione g : R — R cosi definita

1

e 122 selz| <1
g(x) =
0 se |z| > 1

& C(*) ¢ a supporto compatto. Se poniamo f_ll glx)de = aep; : R —
R tale che p(z) = 1g(z), Allora fj;o o(z)dzr = 1. Quindi le funzioni
on = np(nz) per n € N~ {0} sono ancora C(>) ¢ a supporto compatto e
Supp ¢ = [, 1]
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Se prendiamo una funzione f € L?(R) e la funzione caratteristica di un
intervallo X[_, ), allora loro prodotto & ancora L? e a supporto compatto.

Possiamo anche dire che la convoluzione ¢y, * fX[_p 5 © C(*) e a supporto
compatto. Infatti, prese due generiche funzioni x e y entrambe a supporto
compatto, si ha:

suppz C [—a, d]

- o _ba b
Suppyg[—b,b]} supp(z *y) C [~a —b,a + b]

Inoltre:

+oo
HfX[fn,n] - f”; = / ‘f(t)X[fn,n} - f(t)|2dt =

> o
= [ U@Pas [0 a0 pern— +oo

— o0 n
Quindi scriviamo:

L2
fX[fn,n} - f

Definizione 7.22 Se Vf € L*(R;C) 3{s,} successione nello spazio vet-
toriale delle funzioni C(*) q supporto compatto (che é sottospazio vettoriale

2
di 8) tale che s, converge a f in L? (cioé s, L, f), allora diciamo che S
(oppure C'°) a supporto compatto) é denso in L? (quindi anche in L').

0

Ora ci occupiamo di definire la trasformata di Fourier in L?. Per fare cio, ci
serviamo delle seguenti considerazioni.
Siano, innanzitutto, x € L?(R;C) e {s,} successione in S(R;C) tale che:

L2
Sp — T, sn € S(R;C)

Allora, anche in virtu del teorema 7.20, possiamo scrivere:

—

2 2 _ 2
Sp — smH2 =27 ||sp — smlls < €

~ ~ 2
l|8n — 3m||2 = ‘

per n e m sufficientemente grandi; dunque {3,} ¢ di Cauchy in L?. Siccome
Jy € L?(R; C) tale che:

. L2

Sp — Y

e {t,} sia una successione in S tale che:

L2
t, —
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allora possiamo scrivere:

tAn_yHQZ }in_én"i_gn_yHQS
S fn_gnHQ‘F ”gn_y”Q -
- |tAn — n ‘2 =

Definizione 7.23 Con le ipotesi e le notazioni sinora utilizzate, chiamiamo
trasformata di Fourier di x la funzione y.

Osservazione 7.24 1l teorema 7.20 continua a valere anche con z € L?(R; C).
Infatti, se {s,} € una successione in S tale che:

L2 . L2 1.
we 8 Pa sl ool vneN

allora
1.
z]l5 = gllwllg Vz € L*(R; C)

Questo risultato garantisce la continuita della trasformata di Fourier. Infat-

ti:
L2 . L%
Tp — T & Tp—c
}":L2—>11L2

e quindi deve esistere una formula di inversione.

Teorema 7.25 (di Plancherel) Sia f : R — C tale che f € L*(R;C).

Allora:
M

w) = Lim. e~ W) dt
fl@) = Jim. [ e
dove lespressione “1.im.” indica il limite nel senso della norma in L? e cioé

[ - | e ar

—00 —M

2
dw —0 per M — 4+

Osservazione 7.26 Se {y,} & una successione in L? tale che

2
n 5y, yn(t) —w(t) VteR
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allora y = w quasi ovunque. In piu, si noti che:

convergenza puntuale =  convergenza in L2
convergenza in L? %  convergenza puntuale

convergenza puntuale o )
.9 = i limiti sono uguali
convergenza in L

e si ha:

lim — 400 §n
rellnl? = &= ne
{ft: e~ Wy (t)dt

Osservazione 7.27 Dai teoremi precedenti, ed in particolare da quello di
Plancherel, deriva che se z € L*(R; (C), allora:

t i zwt

=(t) = Jim | 2’”ftX(f)df

7.5 Inversione della trasformata di Laplace

Riprendiamo lo studio dell’antitrasformata di Laplace, accennata nel para-
grafo 3.6.

Se f : R — C & una funzione CV) a tratti e L-trasformabile, allora
preso @ € R : a > o(f) la funzione g(t) = e~ f(t) & sommabile su R e
dunque trasformabile secondo Fourier. Siccome anche g & C(V) a tratti vale
la formula di inversione nel senso del valore principale. Percio (si noti, ad
un certo punto, il cambio di variabile z = a + iw):

1 too
g(t) = 27Tv.p./oo et g(w) dw =

1 R . +oo )

- 1' W —wwv ,—Qav d d —
¢ [ ([ o)
1 R it

= o REIEOO L[f](a+iw)dw =

a+zR t(

ﬁgkﬁ; / LIf)(=) dz =
e~ a+zR

=—— lim e L[f](z)dz

21t R—+o0 Jo_iR

Dunque si ha:

a+iR

F0) = a(t) = 5 tim [ ey a

Per il calcolo esplicito dell’integrale, nota L[f], si ricorre al lemma di Jordan
(teorema 2.27). Esso risultera nullo in ogni caso per ¢ < 0, mentre in tutti
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gli altri casi si calcola 'integrale in modo simile a quanto si fa con i residui
e si applica il lemma di Jordan anziché il lemma del grande cerchio.

A questo argomento ¢ dedicato l'intero paragrafo 5.4 da pagina 219 del
B.MAT.

7.6 Cenni sulla trasformata di Fourier per funzioni
di due variabili

Definizione 7.28 Sia v € L'(R%,C). Chiamiamo trasformata di Fourier
di = la funzione & : R2 — C, cosi definita:

Z(wi,wo) = //2 e’i(“"t)x(tl,tg) dtq dis
R

Si conservano tutte le proprieta formali viste per la trasformata di Fourier
di funzioni di una variabile. In particolare, se x € L'(R?;C):

1) & € C(R?%C);
2) #(w) =0 per |w| — +o0;

3) 35L W(t1,t2) € R

4) %ﬁ € L'(R*C) = gT{ = iwy f (w1, wo);
5) = € C(R*:C),& € L'(R*C) = (t) = gy [ [ @t i(w) dw;
6) z € CD(R%C) = x(t) = ﬁlimRﬂ+o® ffmei(“"t)i(w) dw;

Lo spazio S puo essere ridefinito in R? come segue:

S(RZ) déf{x S C(OO)(R27C) :Vhi,ho, k1, ko €N HChth,kl’]Q eRT:

b b k1+k2
tllt 2 :L'(tl,tQ)

SR

< Chl,hg,kl,kz}

Allora F : S(R?) % (R?) e per funzioni z1, 79 € S(R?) si ha:

1) (21]22) = oy (1] 22);

2) Jlall3 = Glulal} Vo e SE2).

Definizione 7.29 Sia x : R? — C. Diciamo che x ¢ radiale quando VT
rotazione in R e V(u,v) € R? si ha z (T (u,v)) = x(u,v), ossia il valore
assunto da x dipende solo dal modulo di (u,v).

Teorema 7.30 Sia z : R2 — C sommabile e radiale. Allora & ¢ radiale.
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Si dimostra come segue:

T(wi,w2)) // @) (W) (4, v) dudv =
R2
_ / / =il Tw)) 1 (4 ) dudo
R2

Operando il cambio di variabile *T'(u,v) = (s,t) e considerando che la ma-
trice inversa della trasposta della rotazione € ancora la matrice di rotazione,
si ha che (u,v) = ('JT)f1 (s,t) = T(s,t). Percid:

#(Tc) = / /R ] e~ Mwrw2)(50) 3 (T(s, 1)) | det T| ds dt =

_// ~il(@re2) (50) (s, ) ds dt =
R2

= ZT(wy,ws)

7.7 Principio di indeterminazione

Teorema 7.31 Sia x: R — C tale che x € L'(R;C) e suppx C [—a,a] per
a reale fissato. Allora siccome il supporto di x é compatto, la sua traformta
di Fourier puo essere prolungabile a una funzione olomorfa in C ma non
puo essere a supporto compatto.

Definizione 7.32 Sia x : R — C tale che x € L*(R;C), 2’ € L*(R;C),
tx(t) € L*(R;C), = ¢ continua e CY a tratti, wi(w) € L*(R;C). Definiamo
fattore di dispersione di x il numero p, cosi definito:

1
et (f*;o t2|x(t)|2dt> .

J23 ()2 dt

e fattore di dispersione di & il numero p; cost definito:

1
L (f_*;? w%(w)\?dw) :

J23 ()2 do

Teorema 7.33 Siaz : R — C tale che v € L}(R;C), 2’ € L*(R;C), tx(t) €
L*(R;C), z ¢ continua e CV) a tratti, wi(w) € L*(R;C). Allora:

N | =

Px'PiZ

Per la dimostrazione ci serviamo di A, B € R, A < B.

B B B
/ tx(t)x’(t)dt:[t|x(t)\2]§—/A |x(t)\2dt—/ ta!(t)x(t) dt

A A
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Capitolo 7. Trasformata di Fourier ANALIST MATEMATICA L-C

dove il termine fra parentesi quadra deve necessariamente convergere a (
quando A — —oo e B — 400. Allora possiamo scrivere:

/+Oot33(1t):v’(t)dt:—/+Oo|x(t)\2dt—/+Ootac’(t)x(t) dt

—00 —0o0 —00

da cui segue:

/+OO |2(t)|? dt = —2Re /+OO tx(t)z'(t) dt

(/:o ya:(t)|2dt>2 <4 ‘/:o tx(t)z' (t) dt 2 <
g4/:075213:(t)|2dt./:O|x’(t)|2dt

dove abbiamo applicato la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz per eseguire la
maggiorazione. Ora, per I'uguaglianza di Parseval (estesa alle trasformate
di Fourier) possiamo riscrivere 1'ultimo termine come:

+oo 1 +oo 1 +oo
/ &/ (B2 dt = 2/ 17(w)[2 dew = 2/ ()P dw =
T J oo T

—00 —00

Quindi la disuguaglianza precedente diventa:

+00 2 9 oo +00
(/ yx(t)|2dt> < / t2x(t)|2dt-/ w?|z(w)]? dw
—0o0 T J -0 —0o0

I ragionamenti svolti finora per fj;o |z()|? dt si possono riscrivere dual-

mente per fj;o |#(w)|? dw e ottenere:

+00 2 +00 400
</ |i(w)|2dw> < 4/ w2z (w)]? dw / |2/ (w)|? dw =

- +o0o +oo
= 4/ w2z (w)]? dw - / |tz(t)(w)]? dw =

B +00 - +o0
= 877/ w23 (w)|? dw / 2|z(t)|* dt

Notiamo che i due termini finali sono gli stessi del caso precedente, quin-
di possiamo moltiplicare fra loro i membri delle due disuguaglianze per

ottenere:
([ \x(t)\th)z ([~ \£<w>\2dw)2 <
<2 (/:o t2|x<t>|2dt)2~8w (/;merf:(w)?dw)Q

Da cui segue:

+0o0o 9 9 % +0o0 5 9 %
(/ 2la(t) dt) (/ ()| dw) > Ll - 11l

Px'ﬂ:ez

N

ossia:

DN |
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